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دو خط متقاطع   و  را در نظر بگیرید. نقاطی را بیابید که از نقطۀ  (محل تقاطع) به فاصلۀ   بوده و از دو خط به یک فاصله باشند.  1dd′O5cm
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در مثلث متساوي الساقین  محل تلاقی نیمسازهاي دو زاویۀ  و  را  و نقطۀ برخورد نیمساز زاویۀ  با عمودي که در  2

نقطۀ  بر  رسم شده است را نقطۀ  می نامیم. ثابت کنید مثلث  متساوي الساقین است.

(AB = AC)ABCBCMC

AACDAMD
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3DE||BCx  در شکل هاي زیر،  است. مقادیر  را در دو شکل به دست آورید. 

یک ذوزنقه رسم کنید که اندازة دو قاعدة آن  و  سانتی متر و دو ساق آن  و  سانتی متر باشند.  44956

 

بر ضلع  از زاویۀ  دو نقطۀ  و  را اختیار کرده و از این نقاط دو خط موازي هم رسم می کنیم تا ضلع  را به ترتیب در نقاط  و   5

قطع کنند و از نقطۀ  خطی موازي  رسم می کنیم تا ضلع  را در نقطۀ  قطع کند. ثابت کنید:

Oxx yÔABOyCD

DBCOxE

O = OA × OEB2

ضلعی منتظم برابر  است. مجموع زاویه هاي داخلی، مجموع زاویه هاي مجموع تعداد اضلاع، تعداد قطرها و تعداد محورهاي تقارن یک   6
خارجی و اندازة یک زاویۀ داخلی و اندازة یک زاویۀ خارجی آن را به دست آورید.
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در شکل مقابل، اگر  باشد، نسبت  به  را به دست آورید.  7CF = 9 , DC = BF = 6 , EF ∥ AB , =B̂ D̂DFEF
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در شکل مقابل،  و  دو ارتفاع مثلث هستند، اگر  و  باشد، طول  را به دست آورید.  8AHBH ′A = 5O = 12H ′ H ′OH = 3AH ′BH
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b
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مطابق شکل، پاره خط  داده شده است. دهانۀ پرگار را یک بار به اندازة  و بار دیگر به اندازة  باز می کنیم و از نقطۀ  دو کمان می زنیم  9

(به طوري که مجموع  و  از اندازة  بزرگ تر باشد). سپس کمان هایی با همان اندازه ها، این بار از نقطۀ  می زنیم و مانند شکل، دو نقطه از نقاط

برخورد را  و  می نامیم. چهارضلعی  چه نوع چند ضلعی اي است؟ چرا؟ (راهنمایی: ابتدا بررسی کنید که مثلث هاي  و  و

زوایاي  و  نسبت به هم چگونه اند).

ABabA

abABB

CDACBDABCABD

A1B1

عکس قضیۀ زیر را بیان کنید و سپس در صورت امکان آن را دو شرطی بنویسید و در صورت غیر ممکن بودن مثال نقض بیاورید.  10
قضیه: «دو زاویۀ قائمه مکمل هستند.»

A

d

 

مرکز تمام دایره هایی را پیدا کنید که در نقطۀ  بر خط  مماس باشند.  11Ad

متوازي الاضلاعی رسم کنید که طول قطرهاي آن  و  سانتی متر و یک ضلع آن  باشد.  126107cm

یک لوزي به طول قطر  و ضلع  رسم کنید.  1310cm13cm

مثلث  را با داشتن   و  (ارتفاع) و   (میانه) رسم کنید.  14ABCBC = 8cmAH = 5cmAM = 7cm

.  اگر زاویه هاي   برابر   و  برابر   باشندT مثلث را ترسیم ،  نیمساز زاویۀ  است و  در مثلث   15
کنید.

ABCADAAD = 4cmB AD̂60∘
B DÂ35∘

مساحت چهارضلعی  را به دست آورید.  16ABNM

دو مربع متشابه هستند و نسبت تشابه آنها  است. اگر ضلع یکی از آنها برابر   باشد، ضلع دیگري را به دست آورید.   172
5

20cm

ثابت کنید، در هر متوازي الاضلاع اگر قطرها برهم عمود باشند آنگاه لوزي می شود.  18

براي شکل مقابل، نماي بالا، روبه رو و سمت چپ را رسم کنید.  19
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در هر شکل، نماي بالا، روبه رو و سمت چپ را رسم کنید.  20

«ب»«الف»

سعی کنید از جهت هاي مختلف به هر شکل نگاه کرده و آن را رسم کنید.  21

نماي چپنماي بالانماي روبه رو

چپ روبرو

راست

با نماي بالا، روبه رو، چپ و راست جسم مقابل را رسم کنید.  22

راست

با

چپ نمای روبرو

نماي بالا، روبه رو، چپ و راست جسم مقابل را رسم کنید.  23

ذوزنقۀ قائم الزاویۀ زیر را یک  بار حول قاعدة  و بار دیگر حول قاعدة  و بار سوم حول ساق  دوران می دهیم. حجم اجسام حاصل را  24
به  دست آورید.

ABDCAD
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B33
6C

D8

A

d d′

مثلث  را یک  بار حول خط  و یک  بار حول خط  دوران داده ایم. حجم اجسام حاصل را به  دست آورید.  25ABCdd′

مثلث  با طول اضلاع  و  و  را حول بزرگ ترین ضلع دوران داده ایم، حجم فضاي اشغال شده را حساب کنید.  26ABC15129

30 ˚
A B

CD 8

6 متوازي الاضلاع زیر را حول ضلع بزرگ آن دوران می دهیم. حجم فضاي اشغال شده را به  دست آورید.  27

از برش یک کره توسط یک صفحه چه شکلی حاصل می شود؟  28

حالت هاي مختلف نمایش یک صفحه در فضا را مشخص کنید.  29

در شکل زیر فاصلۀ تمام نقطه ها به صورت افقی و عمودي  واحد است. مساحت چندضلعی را به دست آورید.  303

اندازة دو زاویۀ مقابل در یک متوازي الاضلاع برابر  و  است. اندازة تمام زاویه هاي آن را به دست آورید.  31x + 40∘3x − 10∘

 

در شکل هاي زیر، مقادیر مجهول را به دست آورید.   32

در مستطیلی که ابعاد آن  و   سانتی متر است، نیمساز دو زاویۀ روبه روي هم، قطر مقابل را در دو نقطه قطع می کنند. فاصلۀ این دو نقطه را  33
محاسبه کنید.

68
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B
C

D E

F

  . ؛ ثابت کنید:  در شکل مقابل،  و   34DE ∥ BCDC ∥ BF=
AE

EC

AC

CF

3 x

4

_19

3x _

4x _

A

B C

D E

؛ مقدار  را به دست آورید. در شکل روبه رو،   35DE ∥ BCx

ثابت کنید در هر مثلث نسبت ارتفاع ها با عکس نسبت اضلاع متناظر آنها برابر است.  36

طول  اضلاع یک مثلث  و  و  سانتی متر و طول بلندترین ضلع مثلثی متشابه آن،  سانتی متر است. محیط مثلث دوم را به دست آورید.  3710121510
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دو پاره خط متقاطع را مطابق شکل در نظر بگیرید. اگر یکی از خطوط را حول دیگري دوران دهیم، چه جسم هندسی اي ساخته می شود؟  38

مساحت یک چندضلعی شبکه اي  واحد است. جدولی تشکیل دهید و تعداد نقاط مرزي و تعداد نقاط درونی را در حالت هایی که امکان دارد،  39
مشخص کنید. اگر این چندضلعی شبکه اي مثلث باشد، در هر حالت شکل آن را رسم کنید. در حالتی که نقاط مرزي بیشترین تعداد ممکن را دارند،

شکل هاي چهارضلعی هاي نظیر آن را نیز رسم کنید.

3

d

Q
P

دو صفحۀ  و  برهم عمود هستند و خط  نیز بر صفحۀ  عمود است. این خط نسبت به صفحۀ  چه وضعی دارد؟  40PQdPQ

d1

d 2

A

BC

خطوط  و  و نقاط  و  و  مانند شکل مقابل هستند. صفحۀ  را در حالت هاي زیر در نظر بگیرید و وضعیت نسبی آن را با هریک از  41

خطوط  و  بررسی کنید. 

الف) صفحۀ  شامل نقطۀ  است.

ب) صفحۀ  شامل  و  باشد؛ ولی شامل  نباشد.

ج) صفحۀ  شامل نقاط  و  و  است.

د) صفحۀ  شامل خط  و نقطۀ  است.

d1d2ABCP

d1d2

PC

PACB

PCBA

Pd1B

A B

CD

O
M

N

 

در متوازي الاضلاع  وسط ضلع  است و پاره خط  قطر  را در  قطع کرده است. نشان دهید:   42M ،ABCDBCAMBDN

=SBMN

1
12

SABCD

d
d

E
F A

B

C

D

در شکل دو خط  و   موازي  هستند و  و  هر دو متوازي الاضلاع اند. اگر مساحت یکی از این متوازي الاضلاع ها برابر  باشد،  43

مساحت دیگري برحسب  چقدر است؟

dd′ABCDABEFS

S

طول پاره خطی را به دست آورید که واسطۀ هندسی بین دو پاره خط به طول هاي  و  سانتی متر است.  44810

، حاصل  را به دست آورید. اگر   45= = =
x

2
y

3
z

6
3
5

x + y + z
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B
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D

 

، مطابق شکل    و   است. آیا قطرهاي این چهارضلعی بر هم عمود هستند؟ چرا؟ نشان دهید در چهارضلعی   46

در این چهارضلعی قطر  روي نیمسازهاي   و   است. اگر اندازه هاي دو قطر  و  باشند، مساحت آن را محاسبه کنید. چهارضلعی اي با این
ویژگی کایت نام دارد. نشان دهید در کایت یک قطر عمودمنصف قطر دیگر است.

ABCDAB = ADBC = CD

AC∠A∠C86

A B

CD

P QM N

در متوازي الاضلاع   و  به ترتیب وسط ضلع هاي  و  هستند. چرا خط هاي  و  موازي اند؟ به کمک آن ثابت  47

. کنید  

M ، ABCDNADBCMBDN

AP = PQ = QC

دو ضلع یک زاویه را در نظر بگیرید.  48

الف) نقطه اي بیابید که فاصلۀ آن از هر ضلع زاویۀ مورد نظر  واحد باشد.

ب) نقطه اي بیابید که فاصلۀ آن از هر ضلع زاویۀ مورد نظر  واحد باشد.
پ) با استفاده از (الف) و (ب) نیمساز زاویه ي مورد نظر را رسم کنید.

2

4

نقاطی از دایره اي به شعاع  پیدا کنید که از یک نقطه به نام  روي دایره به فاصلۀ  باشند.  496cmA4cm

مستطیلی رسم کنید که طول قطر آن  و زاویۀ بین دو قطر  باشد.  508cm30∘

در مثلث  اگر  نیمساز زاویۀ داخلی  و   نیمساز زاویۀ خارجی   باشد ثابت کنید زاویه اي که از برخورد این دو نیمساز حاصل  51

می شود برابر نصف زاویۀ  خواهد شد.

ABCBxBAtA

C

E

A
B

C
P

. . ثابت کنید:  در شکل مقابل نقاط  و  در صفحۀ  واقع شده اند و داریم  و   52B ، ACPEA ⊥ PEB = ECAB = AC

A

C
M

B

NP

، وسط میانۀ  وصل کرده ایم. مساحت مثلث  چه کسري از مساحت مثلث  در شکل مقابل  وسط ضلع  را به نقطۀ   53
است؟

NACPAMPNCABC

M

x

y  

با توجه به شکل زیر، مکان مراکز دایره هایی را که بر  و  مماس هستند را به  دست آورید.  54MxMy
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الف( ب(

در هریک از شکل هاي زیر چند مکعب وجود دارد؟  55

ثابت کنید پاره خطی که وسط هاي دو ساق ذوزنقه را به هم وصل می کند موازي دو قاعده و مساوي نصف مجموع آنهاست.  56

اگر در چهارضلعی  قطر  را رسم کنیم و دو مثلث  و  هم نهشت باشند، آیا چهارضلعی  همواره  57
متوازي الاضلاع است؟

ABCDBDABDBDCABCD

چند تا از شکل هاي زیر چند ضلعی هستند؟   58

ث)ت)پ)ب)الف)

خط دلخواه  اضلاع  و  (یا امتداد آن ها) از مثلث  را به ترتیب در نقاط  و  و  قطع می کند. ثابت کنید:  59

 

dAB،ACBCABCXYZ

× × = 1 ( )
AX

XB

BZ

ZC

CY

YA
قضیۀ منلائوس

A B

CD  

متوازي الاضلاع  مفروض است. از نقطۀ  خطی چنان رسم می کنیم که امتداد خطوط  و  را در نقاط  و  قطع کند. ثابت  60

. کنید: 

ABCDCADABFE

+ = 1AB

AE

AD

AF
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 1

 ابتدا نیمساز هر دو زاویه اي که دو خط باهم می سازند را رسم می کنیم، سپس به مرکز  و به شعاع  یک دایره رسم می کنیم محل برخورد

،  و  از دو خط به یک فاصله اند و از  به فاصلۀ   هستند.  ، دایره با دو نیمساز جواب مسأله است.  نقطۀ 
A

B
D

C

dd

می دانیم سه نیمساز همرس اند، یعنی  نیمساز زاویۀ  است. زاویۀ  زاویۀ خارجی مثلث  است پس:  2

A

B

M

C

D

B'
C'

1

1

       

 اما در مثلث قائم الزاویه  داریم:

 

 و چون  است پس:

 

 از مقایسۀ رابطه هاي  و  نتیجه می شود  ، یعنی مثلث  متساوي الساقین است.
در شکل اول، طبق قضیۀ تالس داریم:   3

1x+

B
5 x

E

C
2x+

2x
A

 

 همچنین در شکل دوم، طبق قضیۀ تالس داریم:
A

B C

D E
3x 1x

5x+1x+

 

) را پیدا می کنیم. سپس دو خط موازي به فاصلۀ  رسم کرده و روي یکی از آنها شکل تقریبی ذوزنقه را رسم می کنیم و به کمک رابطۀ فیثاغورس، اندازة ارتفاع وارد بر قاعده ها (  4

 جدا می کنیم از دو سر این پاره خط دو کمان به شعاع  و  می زنیم تا خط دیگر را در دو نقطه قطع کنند. چهار نقطه به دست آمده، جواب مسأله است. (به هم وصل می کنیم)

 

O5cm

4ABCDO5cm

AMAA DM̂AMC

A D = + = + (1)M̂ Â1 Ĉ1
Â

2
Ĉ

2

(C D = )ACDÂ 90∘

A M = − = − = +D̂ 90∘
Ĉ1 90∘ Ĉ

2
Â

2
B̂

2
=B̂ Ĉ

A M = + (2)D̂
Â

2
Ĉ

2
(1)(2)= A MAMD^ D̂AMD

DE||BC = ⇒ 5 − 10x = 2 + 2x− →−−−
قضیۀ تالس x − 2

2x + 2 − 2
x + 1

5x
x2 x2

⇒ 3 − 12x = 0 ⇒ 3x(x − 4) = 0{x2 x = 0
x = 4

غ.ق.ق
ق.ق

DE||BC = ⇒ =− →−−−
قضیۀ تالس AD

DB

AE

EC

x − 3
x + 1

x − 1
x + 5

⇒ + 2x − 15 = − 1 ⇒ 2x = 14 ⇒ x = 7x2 x2

hh = 4٫8

4cm56

{ = − = 36 − 25 + 10x −h2 362
(5 − x)

2
x2

= 25 −h2 x2

⇒ 25 − = + 10x −x2 36 − 25
  11

x2

⇒ 25 − 11 = 10x
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4

4

9
x x5 -

h 65

 5
 

 

 

  

 6

  مجموع زاویه هاي داخلی

  مجموع زاویه هاي خارجی

   یک زاویۀ خارجی  اندازة یک زاویۀ داخلی

 7

 8

   

از  به  وصل می کنیم:  9

⇒ x = = 1٫4 → = 25 − = 25 − 1٫96 = 23٫04 → h = 4٫8
14
10

h2 (1٫4)
2

: { : O = OA × OEفرض
AC ||BD

BC ||DE
حکم B2

: AC ||BDOBD
Δ

= (1)− →−−−−
قضیھ تالس OA

OB

OC

OD

: BC ||DEOED
Δ

= (2)− →−−−−
قضیھ تالس OB

OE

OC

OD

(1) و(2) → =
OA

OB

OB

OE
O = OA × OE− →−−−−−

طرفین وسطین
B2

⇒ n + n + = 36 ⇒ 4n + − 3n = 72

= nتعداد اضلاع
= nتعداد محورھای تقارن

تعداد قطرھا=
n(n−3)

2

⎫

⎭
⎬
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

n(n − 3)

2
n2

⇒ + n − 72 = 0{n2 n = −9
n = 8

غ.ق.ق
ق.ق

= (n − 2) × = 6 × =180∘ 180∘ 1080∘

= 360∘

= − =180∘ 135∘ 45∘
= = = ⇒

(n − 2) × 180∘

n

1080∘

8
135∘

⇒ C E =
EF ∥ AB− →−−−−−−−−−−−

موازی و مورب

مورب و قضیۀ خطوط CB

فرض

= C EB̂ F̂

=B̂ D̂

⎫

⎭
⎬
⎪⎪

⎪⎪
F̂ D̂

{ C F ∼ C E ⇒ = =
C E =F̂ D̂

=Ĉ Ĉ (مشترک)
−→

زز
D
Δ

F
Δ CF

CE

FD

FE

CD

CF

⇒ = = ⇒ =
9

CE

DF

EF

6
9

DF

EF

2
3

A = 12 , OH = 3 × 12 = 36 , O = = 2٫4H ′ H ′
12
5

{ = =Ĥ Ĥ
′

90
∘

( ) متقابل بھ رأس= Ô1 Ô2

O ∼ O H → = =−→
زز

A
Δ
H ′ B

Δ OH ′

OH

AH ′

BH

OA

OB
⇒ = ⇒ BH = = 180

2٫4
36

12
BH

12 × 36
2٫4

BD

9
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A
d

d

3

3 5
5

7cm

 

 

چهارضلعی  متوازي الاضلاع است

قضیه: دو زاویۀ قائمه مکمل هستند.  دو زاویۀ مکمل، قائمه هستند. (نادرست)  10
مثال نقض:

                 و  

دو زاویۀ  و  مکمل هستند ولی هیچ کدام قائمه نیستند.

مرکز همگی این دایره ها روي خط  که عمود بر خط  در نقطۀ  است قرار دارند.  11

 12
 شکل تقریبی آن به صورت مقابل است.

 

5
5 3

3

7

 بنابراین ابتدا مثلثی با ابعاد  و  و  سانتی متر را رسم کرده سپس دو ضلع  و  را از رأس مشترك به اندازة خودشان امتداد می دهیم و نقاط حاصل را به یکدیگر وصل می کنیم.

 13

5شکل فرضی لوزي به صورت مقابل است. در لوزي قطرها عمودمنصف یکدیگرند. بنابراین طبق رابطۀ فیثاغورس، اندازة نصف قطر دیگر لوزي  می شود.

5

1313

13 13

 دو خط عمود برهم رسم می کنیم و روي یکی از آنها   در دو طرف و روي دیگري   در دو طرف انتخاب می کنیم. این چهار نقطۀ
5به دست آمده را به هم وصل می کنیم. لوزي به دست آمده جواب مسأله است.

5 1212

شکل فرضی مثلث را در نظر می گیریم.  14

ابتدا خط  را رسم کرده و روي خط  نقطۀ دلخواه  را انتخاب و عمودي از آن نقطه خارج می کنیم و روي آن به اندازة   جدا کرده و از نقطۀ  به اندازة   یک کمان

می زنیم تا خط  را در نقطۀ  قطع کند.
A

B H M C

5 7

8

≅ →
⎧

⎩⎨
AC = BD = a

AD = BC = b

DC = DC مشترک
− →−−−

ض ض ض
ADC

Δ
BDC

Δ ⎧
⎩⎨

=D̂1 Ĉ2

=D̂2 Ĉ1

ACBD→

= AD ∥ BCD̂
1

Ĉ2 − →−−−−−−−−−−−−−
عکس قضیھ خطوط موازی و موّرب

DCموّرب

= AC ∥ BDD̂2 Ĉ1 − →−−−−−−−−−−−−−
عکس قضیھ خطوط موازی و موّرب

DCموّرب

⎫

⎭

⎬

⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪

←−−
عکس

+ = + =Â B̂ 40∘ 140∘ 180∘
=B̂ 140∘

=Â 40∘

AB

d ′dA

35735

12cm

5cm12cm

ddHAH = 5AAM = 7

dM

10
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60
0

35
0

4 cm

B

DA

C

35
0

x
a

به مرکز  و به شعاع   یک دایره رسم می کنیم تا خط  را در نقاط  و  قطع کند از  به  و  وصل می کنیم.  
جواب مسأله است.

A

B H M C

5

7

4

4
d

cm

 15

شکل تقریبی سؤال را در نظر می گیریم. بنابراین ابتدا   را با «زض ز» معلوم رسم می کنیم.

B C

A

D

350

600

4cm

سپس زاویۀ  را به اندازة  رسم می کنیم و ضلع  را امتداد داده تا نقطۀ  حاصل شود.  جواب مسأله است.

 16

  (قضیۀ فیثاغورس) 

 

، قطر  را رسم می کنیم:  در چهارضلعی 

دو حالت رخ می دهد:  17

. می دانیم که در متوازي الاضلاع قطرها منصف یکدیگر هستند. یعنی:   18

A

D C

B

O

               

   میانۀ وارد بر ضلع  در  است.  

M4cmdBCABCABC
Δ

BDA
Δ

C DÂ35∘
BDCABC

Δ

{ A C ∼ N C → = = (1)
= =B̂ M̂ 90∘

=Ĉ Ĉ مشترک
−→

زز
B
Δ

M
Δ AB

NM

AC

NC

BC

MC

M + M = N ⇒ NC = 5N 2 C 2 C 2M C :N
Δ

(1) ⇒ = = ⇒ AC = 10 , BC = 8 → {
6
3

AC

5
BC

4
BN = 3
AM = 6

ABNMAN

= + = × 6 × 3 + × 3 × 6 = 9 + 9 = 18SABNM S
A NB

Δ S
A NM

Δ

1
2

1
2

= 20cm ⇒ = ⇒ x = 50cmضلع مربع کوچک
2
5

20
x

= 20cm ⇒ = ⇒ a = 4cmضلع مربع بزرگ
2
5

a

20

OA = OC

OABDA DB
Δ

(OB = OD)

11
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 در  هر چهار ضلع برابر است.

بنابراین  لوزي است.

 19

نماي چپنماي بالانماي روبه رو

الف)  20

نماي بالانماي چپنماي روبه رو

ب)

نماي بالانماي چپنماي روبه رو

 21
نماي چپنماي بالانماي روبه رو

 22
نماي چپنماي راستنماي روبه رونماي بالا

ابتدا باید یک طرف را به عنوان نماي روبه رو انتخاب کنیم سپس رسم کنیم.  23

ABCD⇒

A D : }→B
Δ OAمیانھ است

OAارتفاع است متساوی الساقین است A D ⇒ AB = ADB
Δ

ABCD ⇒ متوازی الاضلاع است}
AB = DC

AD = BC

⎫

⎭

⎬

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

ABCD

12
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نماي راستنماي چپنماي روبه رونماي بالا

 24
با توجه به شکل داریم:

 

 

: الف) حول 

 B
8

A
64

A
D

12

6

: ب) حول 

 

4
6

A B

D 12
8 C

: یک مخروط ناقص می شود. ج) حول 

 
A

4

6

12D C

B

O

3
h ′

 

 

حول خط  یک استوانه است که به صورت مخروط بالاي آن خالی است.  25

                                                                                               h

3

d

4
8

4

حول  یک استوانه است که یک مخروط با همان ارتفاع خالی است.

= − = 36h2 102 82

⇒ h = 6 → AD = 6
AB

V = − = π h − π = π (h − )Vاستوانھ Vمخروط r2 1
3

r2h′ r2 1
3
h′

⇒ V = π × × (12 − ) = π × 36 × = 336π62 8
3

28
3

DC

V = + = π h + πVاستوانھ Vمخروط r2 1
3

r2h′

⇒ V = π (h + ) = π × × (4 + )r2 1
3
h′ 62 8

3

V = π × × = 240π36
12 20

3
1

AD

: AB||DC = ⇒ =ODC
Δ

−→−
تالس OA

OD

AB

DC

x

x + 6
4

12
⇒ 12x = 4x + 24 → 8x = 24 → x = 3 = h′

V = − = π − π = π( × 9 − × 3)Vمخروط بزرگ Vمخروط کوچک
1
3

r2 h 
6+3

1
3

r′2
h′

1
3

122 42

V = π(1296 − 48) = × π × 1248 = 416π
1
3

1
3

d

A = A + BB2 C 2 C 2

⇒ A = + = 64 + 36 = 100B2 82 62

⇒ AB = = 10 → h = 4100
− −−

√

V = − = π − = π × × 8 −Vاستوانھ Vمخروط r2h′ π hr2

3
32 π × × 432

3

V = 72π − 12π = 60π

d ′

13
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6

8

، بنابراین مثلث قائم الزاویه است. داریم   26

                                               

x
Hr P

C

A

B

15
15

12

x

9

مطابق شکل، فضاي اشغال شده، دو مخروط می شود:

 کل

  

فضاي اشغال شده برابر فضاي یک استوانه می شود، چون به اندازة یک مخروط از سمت  اضافه ولی به همان اندازه از سمت  خالی است.  27

می دانیم در مثلث قائم الزاویه ضلع روبه رو به زاویۀ  نصف وتر است.

H
8

A

r30 ˚D
1

30 ˚

A

H
D

6

 

 استوانه

 28
یک کره به هر نحوي توسط یک صفحه برش داده شود یک دایره ایجاد می شود.

 29
الف) از هر سه نقطۀ متمایز در فضا که روي یک خط قرار ندارند دقیقاً یک صفحه عبور می کند.

A

C
B

P

ب) از دو خط موازي دقیقاً یک صفحه می گذرد.
Pd

d´

Pج) از دو خط متقاطع فقط یک صفحه می گذرد.

d´

d

Pد) از یک خط و یک نقطۀ خارج آن، فقط یک صفحه عبور می کند.
d

A

 30
طبق فرمول پیک داریم:

   نقاط درون چندضلعی = مساحت شبکه اي

V = − = π h − = π h = × π × × 8Vاستوانھ Vمخروط r2 π hr2

3
2
3

r2 2
3

62

V = 2 × π × 12 × 8 = 192π

= +152 122 92

= = ⇒ r = = = 7٫2S
ABC

Δ

9 × 12
2

r × 15
2

9 × 12
15

36
5

V = + = × π h + π = π ( )Vمخروط بالا Vمخروط پایین
1
3

r2 1
3

r2h′
1
3

r2 h + h′

  
15

= × π × × 15 = π × × 15 = =
1
3

7٫22 1
3

( )
36
5

2 5π × 36 × 36
5 × 5

1296π
5

DC

30∘

AH = AD = × 6 = 3
1
2

1
2

V = π h = π × × 8 = 72πr2 32

+ − 1
نقاط مرزی

2

14

هندسه دهم

شرکت توسعه انتشارات پرش_م11



  : می دانیم

در متوازي الاضلاع،  زوایاي روبه روي هم با هم برابر هستند، پس:   31

 

115 °

115 °

65 °

65 °

 

                                    

در شکل (الف)  داریم:  32

 از  به  وصل می کنیم.

 در شکل (ب) داریم:

 از به  و از  به  وصل می کنیم.

A

B

D

C M
4

5
y

8

 33

A

B

DE

F C

45°

45°

45 °

45°6

2 6

6

6 21

1

8 cm

cm cmM
N

 

 

 

 34

S = i + − 1
b

2

S = 3 + − 1 = 6
8
2

= = = 9
S

S
′

(k)2 32

⇒ S = 6 × 9 = 54

3x − = x + → 3x − x = + → 2x = → x =10∘ 40∘ 40∘ 10∘ 50∘ 25∘

{
= 3 × − = − زاویھ ھای تند= 25

∘
10

∘
75

∘
10

∘
65

∘

= − زاویھ ھای باز= 180
∘

65
∘

115
∘

BC

BC ∼ DB
(ظلیّ)

=Â Â مشترک

= =B̂1 D̂
BC
⌢

2

⎫

⎭
⎬
⎪⎪

⎪⎪
−→

زز
A
Δ

A
Δ

⇒ = ⇒ = ⇒ = 36 ⇒ x = = 6
AC

AB

AB

AD

3
x

x

3 + 9
x2 36

−−
√

ADBC

AD ∼ CB

= =Â Ĉ
BD
⌢

2

= =D̂ B̂
AC
⌢

2

⎫

⎭

⎬

⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪

−→
زز

M
Δ

M
Δ

⇒ = ⇒ = ⇒ y = = 10
MA

MC

MD

MB

4
5

8
y

5 × 8
4

A D : A + A = B ⇒ + = B ⇒ BD = 10B
Δ

B2 D2 D2 62 82
D2

A F ≅D E ⇒ AF = CE

A F : = = ⇒B
Δ

Â F̂ 45∘

D E : = = ⇒C
Δ

Ĉ Ê 45∘

AB = BF = 6cm

DE = DC = 6cm
= =B̂ D̂ 90∘

⎫

⎭
⎬

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪
− →−−−

ض ز ض
B
Δ

C
Δ

D N ≅B M ⇒ BM = DN
AD ∥ BC − →−−−−−

مورب BD

=D̂1 B̂1

= =Ê F̂ 45∘

DE = BF = 6cm

⎫

⎭
⎬
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪
− →−−

ز ض ز
E
Δ

F
Δ

A D : EN ∥ AM = ⇒ = =M
Δ

− →−−
ق تالس DE

AD

DN

DM

6
8

DN

DM
− →−−−−−−−−

ترکیب صورت و مخرج 6
14

DN

DM + DN  
BD

⇒ = ⇒ DN = = BM ⇒ MN = 10 − 2 × =
6

14
DN

10
30
7

30
7

10
7

15
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طبق قضیۀ تالس داریم:

 

طبق قضیۀ تالس داریم:   35

3 x

4

_19

3x _

4x _

A

B C

D E

    

A

B C

5

5 4

4

A

B C

8

14 7

4

 36

B H

A

C

K

 حکم

 37

  دو مثلث متشابهند.

  محیط  

15

1210

10

x y

 

جسم حاصل دو مخروط است که از رأس به هم چسبیده اند.  38

 39
طبق فرمول پیک داریم:

  

. از طرفی می دانیم   و   در نتیجه،   پس  

⇒ =
A C : DE ∥ BC =B

Δ
− →−−

ق تالس AD

DB

AE

EC

A F : DC ∥ BF =B
Δ

− →−−
ق تالس AD

DB

AC

CF

⎫

⎭
⎬
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

AE

EC

AC

CF

DE ∥ BC = ⇒ =− →−−
ق تالس AD

DB

AE

EC

x − 3
3x − 19

4
x − 4

⇒ − 7x + 12 = 12x − 76x2

− 7x − 12x + 12 + 76 = 0 ⇒ − 19x + 88 = 0x2 x2 ⇒ (x − 8)(x − 11) = 0 ⇒ { x = 8  ق .ق→
x = 11 ق .ق→

: =
AH

CK

AB

BC

= AH × BC = CK × ABS
A CB

Δ

1
2

1
2

⇒ AH × BC = CK × AB ⇒ =
AH

CK

AB

BC

⇒ = = ⇒ x = , y = 8
10
x

12
y

15
10

20
3

= + 10 + 8 = =
20
3

20 + 3 × 1٫8
3

74
3

S = + i − 1 = 3 ⇒ b + 2i = 8
b

2
b ≥ 3i ≥ 08 − b ≥ 03 ≤ b ≤ 8

16
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چون   پس باید  نیز زوج باشد در نتیجه  می تواند فقط یکی از سه مقدار  را اختیار کند. بنابراین می توان  را نیز محاسبه کرد.

 

می توانیم تعدادي را رسم کنیم. مثلاً سه ضلعی ها به صورت زیر می توانند باشند.

          

؛ سه نمونه چهارضلعی نظیر آن به صورت زیر است. وقتی نقاط مرزي بیشترین مقدار را دارد که   و 

 
با تغییر دو نقطۀ بالایی می توان ذوزنقه هاي دیگري نیز رسم کرد.

موازي  40

) هر دو خط  و  در ) دو خط  و  با صفحۀ  متقاطع باشند. حالت ( الف) صفحۀ  در نقطۀ  با خطوط  و  مشترك است. پس سه حالت ممکن است پدید آید؛ حالت (  41

) یکی از دو خط  و  در صفحۀ  باشد و دیگري با صفحۀ  متقاطع باشد. صفحۀ  قرار داشته باشند. حالت (

ب)  در صفحۀ  واقع است و خط   صفحۀ  را در نقطۀ  قطع کرده است.

ج) دو خط متقاطع   و   در صفحۀ  واقع  هستند.

د) دو خط متقاطع    و    در صفحۀ  واقع  هستند.

از  به  وصل کرده و ادامه می دهیم تا ضلع  را در نقطه اي مانند  قطع کند. نقطۀ  محل همرسی میانه هاي مثلث   است، پس خواهیم داشت:  42

A B

CD

O
M

N
E

 

توجه کنید که  میانۀ  و  نیز میانۀ  است.

چون در هرکدام از دو متوازي الاضلاع داده شده در شکل، قاعده ها برابر با  و ارتفاع ها برابر با فاصلۀ دو خط موازي است، بنابراین:  43

  

 44
واسطۀ هندسی بین دو پاره خط فوق به صورت زیر به دست می آید:

 طول پاره خط 

طبق فرض داریم:  45

    

با توجه به شکل زیر داریم:   46
A

B

C

DO
1 2

12

1 1

12

 

یعنی  نیمساز زوایاي  و  است.

b = 2(4 − i)bb{4, 6, 8}i

b

i

4
2

6
1

8
0

b = 8i = 0

PCd1d21d1d2P2d1d2

P3d1d2PP

d1Pd2PC

d1d2P

d1d2P

CNABENABC

⇒ = × =
=S

BMN
Δ

1
6
S
ABC

Δ

=S
ABC

Δ

1
2
SABCD

⎫

⎭
⎬
⎪⎪

⎪⎪
S
BMN

Δ

1
6

1
2
SABCD

1
12

SABCD

⇒ =

S
BMN

Δ

SABCD

1
12

AMBCBOAC

AB

= = AB × h = SS1 S2

= bc → = 10 × 8 = 80 → a = = 4 →a2 a2 80
−−

√ 5
−−

√

= = = ⇒
x

2
y

3
z

6
3
5

= ⇒
x + y + z

2 + 3 + 6
3
5

x + y + z = =
11 × 3

5
33
5

≅ ⇒

AB = AD

BC = CD

AC = AC

⎫

⎭
⎬
⎪

⎪
− →−−−−−
(ض ض ض)

ABC
Δ

ACD
Δ ⎧

⎩⎨
=Â1 Â2

=Ĉ1 Ĉ2

ACÂĈ
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O

C

A

))

 

 

بنابراین   یعنی دو قطر  و  بر هم عمود هستند. پس:

 47
با توجه به شکل داریم:

A B

CD

P QM N

1

1

1

1

2

 

 

 

با توجه به عکس قضیۀ خطوط موازي می توان نتیجه گرفت:  

 48

 الف) زاویۀ  را در نظر می گیریم. خطوط  و  را موازي اضلاع  و  و به فاصلۀ  از آنها ترسیم می کنیم محل

( برخورد آنها از هر دو ضلع   فاصله دارد. (نقطۀ 

ب) بار دیگر خطوط  و  را به موازات  از دو ضلع رسم می کنیم تا نقطۀ  به دست آید. نقطۀ  از دو ضلع به فاصلۀ 

 است.

پ) از  به  و  رسم کرده و امتداد می دهیم. این نیم  خط نیمساز زاویه است. 

 

دایرة  به مرکز  و به شعاع  را در نظر می گیریم. از نقطۀ  روي دایرة  یک دایره به شعاع  رسم می کنیم. نقاط برخورد این دایره با دایرة  جواب هاي مسأله است.  49

مطابق شکل، این سؤال  جواب دارد.

 50
 شکل تقریبی به صورت مقابل است.

3004 4

4 4  

 بنابراین ابتدا یک زاویۀ  رسم کرده و دو ضلع آن را از سمت رأس امتداد می دهیم و روي این چهار نیم خط حاصل پاره خط هایی به طول  جدا کرده و به یکدیگر وصل می کنیم.
چهارضلعی حاصل (مستطیل) جواب مسأله است.

≅

AB = AD ⇒ متساوی الساقین است⇒ ABD
Δ

=B̂1 D̂1

=Â1 Â2
AB = AD

⎫

⎭
⎬
⎪⎪

⎪⎪
− →−−−
(ز ض ز)

OAB
Δ

OAD
Δ

⇒ { = ,Ô1 Ô2

OB = OD

Ô1 + =Ô2 ⇒ 2 = ⇒ = = ⇒ ∘180است
Ô1 180∘

Ô1 Ô2 90∘ BD ACعمود منصف

= = = =Ô1 Ô2 Ô3 Ô4 90∘
ACBD

S = = = 24
AC × BD

2
6 × 8

2

AD = BC = ⇒ AM = CN−→
÷2 AD

2
BC

2

⇒ =

AM = CN

AB = CD

=Â Ĉ

⎫

⎭
⎬
⎪

⎪
− →−−−−
(ض ز ض)

≅ ⇒ =AMB
Δ

CND
Δ

M̂1 N̂1

AD ∥ BC =− →−−−−−
مورب DN

N̂1 D̂2

⎫

⎭

⎬

⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪

M̂1 D̂2

DN ∥ BM

DN ∥ BM ⇒

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪

QN ∥ BP = = 1 ⇒ PQ = QC (1)− →−−−−−−−−−−−
PBC

Δ
طبق قضیھ تالس در CN

NB

QC

PQ

MP ∥ DQ = = 1 ⇒ AP = PQ (2)− →−−−−−−−−−−−
ADQ

Δ
طبق قضیھ تالس در AM

DM

AP

PQ

x yôdd ′oxoy2cm

2cmA

LL′4cmBB

4cm

OAB(ot)

CO6cmAC4cmC

2

30∘4cm
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300

44 cm

44

 51

1
2

B C

A
23

1
M t

x
y

 : حکم                 : فرض

 52
E

A
B

C
P

    

 در نتیجه دو مثلث  و  در رأس  قائمه هستند و از آنجا که طبق فرض داریم  پس دو مثلث بنا به حالت تساوي وتر و یک ضلع قائمه ( مشترك) هم نهشت

. هستند، پس 
می دانیم که میانۀ مثلث، آن را به دو مثلث هم مساحت (هم ارز) تقسیم می کند، پس داریم:  53

 

براي بررسی راحت تر، روي شکل چند تا از دایره ها را رسم می کنیم. در هریک از دایره ها، شعاع را بر نقاط تماس وارد می کنیم.  54

این شعاع ها بر نقاط تماس عمود هستند و ما می دانیم نقاطی که از دو ضلع زاویه به یک فاصله اند روي نیمساز آن زاویه واقع هستند. پس مکان موردنظر نیمساز   است.

M

y

x

R

R

R

R
R
R

''

'''

'

الف)  عدد  55

ب)  عدد

در ذوزنقۀ  وسط ساق  را  و وسط ساق  را  می نامیم و از  به  وصل می کنیم. حال از  به  وصل نموده، امتداد می دهیم تا امتداد قاعدة  را در نقطۀ  56

 قطع کند. دو مثلث  و  هم نهشت هستند. پس  و  است و  . از طرفی، چون  و نقطه هاي  و

 وسط ضلع هاي  و  از مثلث  هستند. طبق قضیۀ تالس داریم:

C ED

M

A B

N
1

1

2

 

 

خیر، مثال نقض هایی را نشان می دهیم.  57

=M̂
Ĉ

2

⎧
⎩⎨

=Â1 Â2

=B̂1 B̂2

: y C = +ABC
Δ

Â B̂ Ĉ

+ = + + → 2 = 2 +Â1 Â2 B̂1 B̂2 Ĉ Â2 B̂1 Ĉ

→ = 2 − 2 → = − (1)Ĉ Â2 B̂1
Ĉ

2
Â2 B̂1

: = + = + (2)ABM
Δ

y tÂ
 
A
ˆ

1

B̂1 M̂ − →−−−

=A
ˆ

1 A
ˆ

2
Â2 B̂1 M̂

(1) , (2) ⇒ = + − → =
Ĉ

2
B̂1 M̂ B̂1

Ĉ

2
M̂

EA ⊥ P → {EA ⊥ AB

EA ⊥ AC

EACEABAEB = ECAE

AB = AC

= ( ) = ( ) = ( ) =S
PNC

Δ

1
2

S
APC

Δ

1
2

1
2
S
AMC

Δ

1
4

1
2
S
ABC

Δ

1
8
S
ABC

Δ

x yM̂

52

38

ABCDADMBCNMNANCD

EABNNCEAB = CEAN = NEDE = DC + CE = DC + ABMN ||DEM

NADAEADE

: = =ADE
Δ AM

AD

MN

DE

1
2

⇒ MN = DE = (AB + CD)
1
2

1
2

19

هندسه دهم

شرکت توسعه انتشارات پرش_م11



A

B

D

C B

A
D

C

شکل هاي (ب) و (ت) چندضلعی هستند و شکل هاي (الف)، (پ) و (ث) چندضلعی نیستند.  58

از  خطی موازي  رسم می کنیم تا  را در  قطع کند.  59
A

B
C

E
Y

d X

Z
 

 

  

 از ضرب طرفین تساوي هاي بالا داریم:

 

با توجه به شکل و قضیۀ تالس داریم:  60

   

 F

B
E

C
D

A

CABdE

∼AXY
Δ

YCE
Δ

→ =
CE

AX

CY

YA

: CE||BXBXZ
Δ

→ =
ZC

BZ

CE

XB
→ =

XB

CE

BZ

ZC

× = × → × × = 1BZ

ZC

CY

YA

CE

AX

XB

CE

AX

XB

BZ

ZC

CY

YA

BC ||AF → =
AB

AE

FC

EF

DC ||AE → =
AD

AF

EC

EF

⎫

⎭
⎬
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪
→ + = + =

AB

AE

AD

AF

FC

EF

EC

EF

FC + EC

EF
= = 1

EF

EF
→ + = 1

AB

AE

AD

AF
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