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در شکل مقابل، طول وتر  چقدر است؟  1CD
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در شکل مقابل، طول ضلع  چقدر است؟  3AB

x12

2 D

B

C

E A4

در شکل مقابل  و  نقاط تماس هستند. مقدار  چقدر است؟  4BCx
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، مثلث  بر مثلث  تصویر . ثابت کنید با دوران به مرکز  و زاویۀ  ،  مرکز مربع و  در مربع   5
می شود.
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در شکل روبه رو، مثلث هاي  و  متساوي  الاضلاع هستند. الف) با کدام تبدیل و به چه صورت نقطۀ  6

 بر  و نقطۀ  بر  تصویر می شود؟

. ب) با استفاده از ویژگی هاي تبدیل قسمت (الف)، ثابت کنید که:  و 

ABC
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31 ˚91 ˚

در شکل مقابل اندازة زاویۀ  را به  دست آورید.  7α
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در شکل هاي زیر ثابت کنید:  8
(راهنمایی: از نقطۀ تماس ضلع زاویه بر دایره، خطی موازي ضلع دیگر زاویه رسم کنید.)
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.طول  چقدر است؟ در شکل مقابل داریم:   9OH = , OK =
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در شکل مقابل، اندازة کمان  چقدر است؟  10x

در هر مثلث ثابت کنید:  11

= 2R
a + b + c

sin + sin + sinÂ B̂ Ĉ

،  محل همرسی ارتفاع هاست. در مثلث   12

ثابت کنید شعاع دایره محیطی مثلث هاي  و  و  با شعاع دایرة محیطی مثلث  برابر است.
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در شکل مقابل، طول  و  و  و  را حساب کنید.  13xyzt

. اندازة زاویۀ  چقدر است؟  ،  و  در مثلث   14ABCb = a2√=Â 30∘
Ĉ

واژه هاي زیر را تعریف کنید.  15
الف) ایزومتري              ب) دو خط متنافر          ج) صفحۀ عمودمنصف یک پاره خط
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140 °

در شکل روبه رو،  و  است. اگر ،  مماس بر دایره در نقطۀ  باشد، اندازة زاویۀ  را بیابید.  16AB = AC=AC
⌢

140∘
CTCBCT

2

هندسه یازدهم



D

B A

C

6
6

دو زاویۀ مجاور یک چهار ضلعی محاطی   و   است، قدر مطلق تفاضل دو زاویۀ دیگر چقدر است؟  1880∘120∘

،  است. ثابت کنید که این چهار ضلعی محیطی است. در چهار ضلعی   19ABCDAB + CD = AD + BC

، آنگاه اندازة کمان  را به ، آنگاه اندازة زاویۀ  را به دست آورید.ب) اگر  الف) اگر   20
دست آورید.
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؛ هستند؛ ثابت کنید:  در مثلث  وسط  و  و  نیمسازهاي زوایاي  و   21M ، ABCBCMPMQAMCAMBPQ ∥ BC
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180 ˚ α

،  و  را . با نوشتن قضیۀ کسینوس ها در دومثلث  و  ، میانۀ  را رسم کرده ایم  در مثلث   22

محاسبه، و با جمع کردن دو تساوي حاصل، درستی تساوي زیر را ثابت کنید: 

(قضیۀ میانه ها)

، طول میانه  را به دست آورید.  در حالت خاص  و  و 

ABCAM(MB = MC = )
a

2
AMBAMCb

2
c

2

+ = 2A +b2 c2 M 2 a2

2
AB = 4AC = 6BC = 8AM

30 ˚ 45 ˚
20 Km

؟؟

دو ایستگاه رادار که در فاصلۀ  کیلومتري ازهم واقع  هستند، هواپیمایی را با زاویه هاي  و  درجه رصد کرده اند. فاصلۀ هواپیما از دو  23
ایستگاه را به دست آورید.

203045

M

A B

می خواهیم کنار رودخانه ها،  اسکله بسازیم. جاي  اسکلۀ  و  مطابق شکل مشخص است. اسکلۀ  را در چه نقطه اي از ساحل بسازیم که  24

قایق ها هنگام طی مسیر  کوتاه ترین مسیر را طی کنند؟

32ABM

MABM

3
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17 در شکل مقابل AD بر دایره مماس بوده وAB = AD=  6  است. اگر محیط مثلث ABC برابر با 16 باشد، اندازة BC چقدر است؟
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دور زمین هایی مطابق شکل، حصارکشی شده است. چطور می توان بدون کم و زیاد کردن حصارها، مساحت زمین را افزایش داد؟  25

در حالتی که پاره خط  در راستاي عمود بر خط بازتاب قرار دارد، ثابت کنید که اگر  بازتاب  باشد،  و  هم اندازه اند.  26ABA′B′ABABA′B′

M
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P E D N

شش ضلعی منتظم  مفروض است. با امتداد دادن اضلاع شش ضلعی، مطابق شکل، مثلث  را ساخته ایم.  27

الف) نشان دهید  متساوي الاضلاع است.

ب) نشان دهید مساحت شش ضلعی، دو سوم مساحت مثلث  است.

،  و  رسم کنید. با توجه به آنچه از هندسۀ پایۀ  ،  و  را به ترتیب بر  پ) از نقطۀ دلخواه  درون شش ضلعی عمودهاي 

می دانید، مجموع طول هاي این سه عمود با کدام جزء از مثلث  برابر است؟

،  و  چه کسري از مساحت مثلث  است؟ نشان دهید: ت) مجموع مساحت هاي مثلث هاي 

ABCDEFMNP

MNP

MNP

TTHTH ′TH ′′BCEDAF1

MNP

TBCTDETAFMNP

+ + = + +STBC STDE STAF STAB STEF STCD

AD
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، آنگاه وتر  وتر ، وتر  به طول  سانتی متر را به نسبت  به  تقسیم کرده است. اگر  در دایرة  وتر   28

 را به چه نسبتی قطع می کند؟

C(O,R)ABCD912AB = 11cmCD

AB

CB

A

P 2532

3 2
7 2

در شکل مقابل، مساحت مثلث  چقدر است؟  29APB

قطر مستطیلی  و زاویۀ بین قطرها  است. مساحت مستطیل چقدر است؟  301260∘

مساحت مثلث  را حساب کنید.  31ABC

،  و  هستند. مساحت مثلث را حساب کنید. طول سه ارتفاع یک مثلث   32346

مساحت مثلث با دو ضلع به اندازه هاي  و  واحد برابر با  واحد مربع است. طول بزرگ ترین ضلع این مثلث چقدر است؟  3316924 5√

ارتفاع هاي مثلثی با مقادیر  و  متناسب هستند. نوع مثلث و زوایاي آن را مشخّص کنید.  34,6√ 3√2√
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( . (نیمساز داخلی  =35  در شکل مقابل، ثابت کنید: 
BD

DC
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AD : Â

. در مثلث  رابطۀ  برقرار است. ثابت کنید:   36ABC= 2Â B̂− = bca
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در شکل مقابل،  محل همرسی نیمسازهاست. حاصل  چقدر است؟   37I
SMNCB

S
ABC

Δ

(MN ∥ BC)

،  و  و  است. اندازة ضلع  را حساب کنید.  در مثلث   38ABCAB = 8AC = 6= 2Â ĈBC

در شکل مقابل،  و  نیمساز داخلی  است. مقدار  را حساب کنید.  39=Â 120∘
ADÂx

در شکل مقابل،  و  نیمسازند.  چقدر است؟  40ADDEx

، ثابت کنید: در مثلث   41

 ( ( نیمساز داخلی زاویۀ 

ABC

daA=da

2bc ⋅ cos Â

2

b + c

، حاصل مجموع مربعات قطرها چقدر است؟ در متوازي الاضلاع به طول اضلاع  و   4234

،  و  و  و  است. حدود  را مشخّص کنید. در مثلث   43ABCAB = 3AC = 4BC = x − 1A > 90∘
x

خط  را نسبت به خط  بازتاب می کنیم تا خط  به دست آید.  را تحت زاویۀ  و به مرکز  دوران می دهیم تا خط  به دست آید. اگر  44

زاویۀ بین  و  برابر   باشد، زاویۀ بین  و   کدام است؟ (دوران در جهت ساعتگرد است)

dΔd′d′αOd′′
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مطابق شکل با ترکیب کدام تبدیل ها مثلث متساوي الاضلاع  تصویر مثلث متساوي الاضلاع  است؟  45ABCMNC

نقطۀ  درون زاویۀ  قرار دارد. می خواهیم  و  را بر  و  بیابیم که محیط  کمترین مقدار ممکن باشد. کدام تبدیل  46
استفاده می شود؟
MxOyABOxOyM BA

Δ
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مطابق شکل، با استفاده از کدام تبدیل می توان خطی از  گذراند تا  و  را در  و  قطع کند طوري که  باشد؟  48MOxOyABMA = MB
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C
D

12

12

6

6 3

مطابق شکل اگر بخواهیم بدون تغییر محیط، مساحت چهارضلعی را افزایش دهیم، مقدار افزایش مساحت جدید چقدر است؟  49

تصویر یک خط تحت یک تبدیل بر همان خط منطبق است. این تبدیل چه تبدیل هایی می تواند باشد؟  50

مثلث  مجانس مستقیم مثلث   به مرکز تجانس  می باشد. اگر  و نوع تجانس انقباضی باشد، مساحت مثلث   51

چند برابر مساحت مثلث  است؟

A′B′C ′ABCO= 3
OA′

AA′
ABC

A′B′C ′

در شکل مقابل  و  بر دایره مماس است. اگر  باشد، اندازة زاویۀ  چقدر است؟  52ABAD=Ĉ 20∘Â

در یک مثلث مختلف الاضلاع اوساط اضلاع و پاي یک ارتفاع رئوس یک چهارضلعی هستند. نوع این چهارضلعی چیست؟  53

، دو نیم دایره قرار دارد. نسبت مجموع دو ناحیۀ هاشورخورده به مساحت مثلث  در شکل مقابل بر اضلاع قائمۀ مثلث قائم الزاویه   54
چقدر است؟

ABCABC
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در شکل مقابل  و  نقاط تماس هستند. اگر  باشد حاصل  چقدر است؟  55TT ′TM = M
1
3

T ′MA ⋅ MB

MC ⋅ MD

6

هندسه یازدهم

1

47 مطابق شکل ABCD وEFGD  مربع هستند وE  وسط AD است. با ترکیب کدام تبدیل ها، ABCD تصویر EFGD است؟



، یکدیگر را در نقطۀ  قطع می کنند. اگر  محل همرسی نیمسازهاي داخلی باشد، نوع ، نیمسازهاي زاویه هاي خارجی  و  در مثلث   56

چهارضلعی  چیست؟
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x
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در شکل مقابل  قطر دایره است. اندازة زاویۀ  چند درجه است؟  57ABMAN

در یک شش ضلعی منتظم به محیط  فاصلۀ مرکز دایره محیطی آن تا یکی از اضلاع شش ضلعی چقدر است؟  5812 3√

D

C

A

B

در شکل مقابل  در نقطۀ  بر دایره مماس بوده و  است. ثابت کنید:   59ACAAC = ABAD = DC

x
M

C

B

A

D

6040
̥̥

O

در شکل مقابل دو وتر  و  مساوي اند. اگر  مرکز دایره باشد، زاویۀ  کدام است؟  60ABCDOx

در شکل زیر، دو دایره در نقاط  و  متقاطع اند و  نقطه اي بر امتداد پاره خط  است. اگر دو قاطع دلخواه  و  را رسم کنیم،  61

همواره: چهارضلعی 

ABMABMHMG

EFGH

800
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x

در شکل مقابل  و پاره خط  در نقطۀ  بر دایره مماس است.   62

مقادیر مجهول  و  را حساب کنید.

AB||EFEFM

xy

دو دایرة  و   به مرکزهاي  و   به شعاع هاي  و  و طول خط المرکزین   مفروض است. چند خط می توان رسم کرد که از  63

 و   به ترتیب به فاصله هاي  و  باشد؟

CC ′OO′35O = 11O′

OO′35

M

A D

C B

در دایرة مقابل، دو وتر  و  در نقطۀ  متقاطع  هستند. اگر  و   و  ، طول  چقدر است؟  64ABCDMMA = 6MB = 3MD = 2٫5MC
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66

MEFدر شکل مقابل  وسط کمان   است و  ، اندازة  چند درجه است؟
⌢

=BC
⌢

50∘
+B̂ D̂

O

12

B

C

A در شکل مقابل اندازة زاویۀ ظلیّ   برابر   است. اندازة کمان   برحسب درجه چقدر است؟  67A250∘
BC
⌢

A
F

B
C

D
E

در شکل مقابل اگر   و   و   و و   باشد، آنگاه اندازة زاویۀ   را بیابید.  68AB ∥ FCCD ∥ BE=AB
⌢

60∘=CD
⌢

40∘=EF
⌢

110∘
F DC

∧

A
N

B

M

، کمان   چه کسري از محیط دایره است؟ در دایرة مقابل داریم:   69= 4AMB
⌢

ANB
⌢

ANB
⌢

C C
شکل زیر نشان دهندة دو دایرة مماس برون است.   70

الف) این شکل داراي چند مماس مشترك خارجی و چند مماس مشترك داخلی است؟

Rب) اگر  و  آنگاه اندازة مماس مشترك خارجی آنها را به  دست آورید. = 4= 9R′

مقدار  را چنان بیابید که اندازة مماس مشترك خارجی دو دایره به شعاع هاي  و  و خط المرکزین  برابر  باشد.  71a83d = 135a − 3

مقدار  را چنان بیابید که اندازة مماس مشترك داخلی دو دایره به شعاع هاي  و  و خط المرکزین  برابر  باشد.  72x23d = 135x − 8

O

CA

B

، اگر   و  باشد، مقدار  و اندازة زاویۀ مرکزي  و محاطی  در دایرة به مرکز   73
را محاسبه کنید.

OA C =Ô (3α + 12)∘
A C =B̂ (α + 16)∘

αAOCABC

در مورد همرسی مماس مشترك هاي خارجی دو دایره و خط المرکزین آنها چه می توان گفت؟  74
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65 سه دایرة مساوي به شعاع R مطابق شکل بر هم مماس اند و مراکز آنها روي یک خط راست، قرار دارد. مساحت نواحی رنگ شده چقدر است؟



در شکل زیر دو قاطع  با هم برابرند، ثابت کنید:   75IN, IEIS = ID

با استفاده از تعریف زاویۀ محاطی، نشان دهید مجموع زاویه هاي داخلی هر مثلث  است.  76180∘

در دایره اي به مرکز  ، قطر دایره است. اندازة زاویه هاي  تا  را به دست آورید.  77ORT = 70°،RS ∥ V TوTS
⌢

18

، خط هاي  را به ترتیب در ) مماس هستند. مماس  خط هاي  به ترتیب در نقطه هاي  و  و  بر دایرة (  78

نقطه هاي  قطع کرده است. ثابت کنید با تغییر مکان نقطۀ  روي دایره بین دو نقطه ي ثابت  ، محیط مثلث  ثابت می ماند.

BC,AF ,AEEFDOBCAF ,AE

C,BDF ,EABC

در هر کدام از شکل هاي زیر  و  را بیابید.  79yx

در هر یک از شکل هاي زیر  و  را بیابید.  80xy

B

CA

D

22
32

10x

M xدر دایرة زیر، مقدار مجهول  را به  دست آورید.
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B C
D E

A

7

86

، اضلاع  و  و  هستند. نیمساز  را رسم می کنیم. در مثلث   81ABCAB = 6AC = 8BC = 7AD

BDCDطول  و  را حساب کنید.

ADطول نیمساز  را حساب کنید.

AEDAC^AEاگر  نیمساز زاویۀ  باشد، طول  را حساب کنید.

در  ضلعی منتظم، کوچک ترین قطر  برابر طول ضلع آن است.  چقدر است؟  82n2 + 2√
− −−−−−

√n

اگر در مثلثی اضلاع  و  و زاویۀ  معلوم باشند، مساحت مثلث از رابطۀ ..................  به دست می آید.  83ABACA

4 km

A

C D

B

2 km

60
̥

4 km

یک پیک موتوري در مسیر رساندن مرسولات به مقصد، ابتدا  کیلومتر به سمت شمال حرکت می کند و سپس مسیرش را  به سمت شرق  84

منحرف نموده و  کیلومتر دیگر حرکت می کند و در انتها  کیلومتر مستقیم به سمت شرق حرکت می کند تا به مقصد می رسد. فاصلۀ مبدأ تا مقصد (

) چقدر است؟

، زاویۀ  را یافته و طول  را محاسبه کنید) ، طول  را حساب کنید، سپس در مثلث  (راهنمایی: ابتدا در مثلث 

460∘

42

AD

ABCACACDACD^AD

60
̥60

̥
60

̥

A

P

BN

M

متر
4 3

2متر 3

مطابق شکل، دونده اي از نقطۀ  به سمت نقطۀ  شروع به دویدن می کند. مسافتی را که این دونده روي پل  طی می کند، حساب کنید.  85ABMN

45
̥

O

A

B

M N

60
̥

1710

24

دو نفر  به طور هم زمان از بالاي دو ساختمان به ارتفاع هاي  و  متر، یک شیء نورانی را مطابق شکل با زاویۀ دید  و   86

) رؤیت کرده اند. اگر فاصلۀ دو ساختمان از یکدیگر  متر باشد، فاصلۀ شیء نورانی از دو نفر را حساب کنید. ( و  را (نسبت به پاره خط 

( حساب کنید.) (

(B,A)171045∘60∘

AB24OAOB

sin ∼ 0٫975∘

در هر مثلث، اگر یک زاویه منفرجه باشد، مرکز دایرة محیطی ..................  مثلث قرار می گیرد.  87

( در هر مثلث قائم الزاویه، حاصل  برابر با ..................  است. (  88+
1
b2

1
c2

=Â 90∘

10
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الف. آیا با داشتن دو وتر موازي از دایره اي، می توان مرکز دایره را پیدا کرد؟ چرا؟  89
ب. آیا در حالتی که دو وتر ناموازي از دایره اي را داشته باشیم، می توان مرکز آن دایره را یافت؟ چرا؟

ثابت کنید بازتاب محوري یک تبدیل طولپا است. (مسئله را در دو حالت زیر بررسی کنید)  90

A
B

d

dمحور بازتاب است

B

A

d

dمحور بازتاب است

11
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از نقطۀ دلخواه  روي محیط دایره به  و  وصل می کنیم.  1
داریم:

 محاطی

(شعاع دایرة محیطی  و شعاع دایره)  

حال اگر از نقطۀ دلخواه  روي محیط دایره به  و  وصل کنیم، داریم:

 محاطی

می دانیم که:  2

3

4

مماس هاي رسم شده بر دایره  

 

ابتدا ثابت می کنیم که دو مثلث  و  هم نهشت هستند:  5

) داریم: از رابطۀ (

     

،  بر  تصویر می شود و به همین ترتیب،  بر  تصویر می شود. بنابراین نقطۀ  با دوران به مرکز  و زاویۀ  بر  تصویر می شود. از دوران به مرکز  و زاویۀ 

، بر مثلث  منطبق می شود. به این ترتیب، رأس هاي مثلث  بر رأس هاي مثلث  تصویرمی شوند. پس دوران یافتۀ  به مرکز  و زاویۀ 

6

  

الف) پس می توان گفت که نقطۀ  دوران یافتۀ  به مرکز  و زاویۀ  است. به همین ترتیب:

MAB

A B = = ⇒ 2R = = 12M̂
120∘

2
60∘

6 3
−−

√

sin =60∘
3
−−

√

2

MAB
Δ

⇒ R = 6

NCD

C D = = ⇒ 2R =N̂
90∘

2
45∘ x

sin 45∘

⇒ 12 = ⇒ x = 6
x

2
−−

√

2

2
−−

√

= bc sinS
ABC

Δ

1
2

Â

{ ⇒ = × 2R × sin × 2R × sin × sin
b = 2R × sin B̂

c = 2R × sin Ĉ
S
ABC

Δ

1
2

B̂ Ĉ Â

⇒ = 2 sin sin sinS
ABC

Δ R2 Â B̂ Ĉ

= = , = محاطی= Â
120∘

2
60∘ محاطی Ĉ

90∘

2
45∘

= ⇒ = ⇒ = ⇒ AB = 2
AB

sin Ĉ

BC

sin Â

AB

sin 45∘

2 3
−−

√

sin 60∘

AB

2
−−

√

2

2 3
−−

√

3
−−

√

2

2
−−

√

, AB = AC

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

A D ∼ A E ⇒ =B
Δ

B
Δ BD

BE

AB

AE

A C ∼ A E ⇒ =D
Δ

C
Δ CD

CE

AC

AE

⇒ =
BD

BE

CD

CE
⇒ = ⇒ x = 6

2
4

x

12

AOM
△

DON
△

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

OA = OD

AM = DN

= =OAM^ ODN^ 45∘

⇒ ≅AOM
△

DON
△

( ض ز ض(
⇒ {

OM = ON

=AOM^ DON^
(1)

(2)

2

=AOM^ DON^ ⇒ +AOM^ MOD^ = +DON^ MOD^ ⇒ =AOD^ MON^ , =AOD^ 90∘
⇒ { =MON^ 90∘

(1) : OM = ON

MO90∘
NO90∘

ADBA

ABM
△

ADN
△

ABM
△

O90∘
ADN
△

ABC
△

متساوی الاضلاع ⇒ =ACB^ 60∘
, AC = CB

BAC−60∘

12
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نتیجه می گیریم که نقطۀ  دوران یافتۀ  به مرکز  و زاویۀ  است.

. همچنین می دانیم که زاویۀ بین ب) با استفاده از قسمت (الف)، نتیجه می گیریم که  تحت دوران به مرکز  و زاویۀ  روي  تصویر می شود. دوران طولپا است، پس 

. خط و دوران یافتۀ آن به اندازة دوران است، پس: 

با توجه به نام گذاري هاي روي شکل داریم:   7

α

31 ˚91 ˚
N

x

A

M

B
D

C

y

8
(الف

(ب

،  و  وصل می کنیم، داریم: از  به   9

براي محاسبۀ مساحت مثلث  داریم:

 دستور هرون

10

3 3
120 °

NM
B

A

3 2
x

r
r

r

r
O
130 °

θ

CDE
△

متساوی الاضلاع ⇒ =DCE^ 60∘
, CD = CE

EDC−60∘

ADC−60∘
BEAD = BE

=AFB^ 60∘

{ → T(AD) = BE
T(A) = B

T(D) = E

= , =
x + y

2
91∘ y − x

2
31∘

⇒ { ⇒ {x + y = 182°

y − x = 62°

x = 60∘

y = 122∘

α = = =
x

2
60∘

2
30∘

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

AP ∥ MB ⇒ = , = P TAB
⌢

PCB
⌢

M̂ Â

P T ظلیّ= Â
PA
⌢

2

⇒ = = =M̂
PA
⌢

2
−ACB

⌢

PCB
⌢

2
−ACB

⌢

ADB
⌢

2

⎧

⎩
⎨
⎪⎪

⎪⎪

PB ∥ MC ⇒ = , =M̂ B̂ AB
⌢

PC
⌢

(ضلیّ)= B̂
PB

2

⇒ = = =M̂
PB
⌢

2
−BPC

⌢
CP
⌢

2
−BC

⌢
AB
⌢

2
OABC

+ + =S
A BO

Δ S
A CO

Δ S
B CO

Δ S
A CB

Δ

× OL × 5 + × OK × 6 + × OH × 9 =
1
2

1
2

1
2

S
A CB

Δ

OL + × × 6 + × × 9 =
5
2

1
2

2
−−

√
1
2

2 2
−−

√

3
S
A CB

Δ

OL + 3 + 3 = (1)
5
2

2
−−

√ 2
−−

√ S
A CB

Δ

ABC

: P = = 10 ⇒ S = = 10
5 + 6 + 9

2
10 × 5 × 1 × 4
− −−−−−−−−−−−

√ 2
−−

√

(1) : OL + 6 = 10 ⇒ OL = 4 ⇒ OL =
5
2

2
−−

√ 2
−−

√
5
2

2
−−

√
8 2

−−
√

5

: (3 = + − 2r × r × ⇒ 27 = 3 ⇒ r = قضیۀ کسینوس ھا3

MON در
Δ

3
−−

√ )2 r2 r2 cos 120∘

  
−1
2

r2

: (3 = + − 2 × 3 × 3 × cos θOAB
Δ

2
−−

√ )2 32 32

13
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طبق قضیۀ سینوس ها داریم:  11

12

CB

P

A

N

H

M

. ، بنابراین:  به همین ترتیب، چون  و 

13

14

 :قانون سینوس ها

 

الف) تبدیلی که فاصلۀ بین نقطه ها (طول پاره خط ها) را حفظ کند، ایزومتري نامیده می شود.  15
ب) دو خط در فضا را که در یک صفحه قرار نمی گیرند، دو خط متنافر می نامیم.

ج) صفحه اي را که در وسط یک پاره خط بر آن عمود باشد، صفحۀ عمودمنصف آن پاره خط می نامیم.

16

17

18 = 9 + 9 − 18 cos θ ⇒ cos θ = 0 ⇒ θ = ⇒ x =90∘ 90∘

a = 2R sin , b = 2R sin , c = 2R sin ⇒Â B̂ Ĉ
a + b + c

sin + sin + sinÂ B̂ Ĉ

= = 2R
2R(sin + sin + sin )Â B̂ Ĉ

sin + sin + sinÂ B̂ Ĉ

APHN : + = ⇒ + P N =P̂ N̂ 180∘
Â Ĥ 180∘

⇒ P N = − = B CĤ 180∘
Â Ĥ

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

2 = = = (1)R
BHC

Δ

BC

sinB CĤ

BC

sin( − )180
∘

Â

BC

sin Â

2 = (2)R
ABC

Δ

BC

sin Â

(1) , (2) ⇒ 2 = 2 ⇒ =R
BHC

Δ R
ABC

Δ R
BHC

Δ R
ABC

Δ

A B = −Ĥ 180∘
ĈA C = −Ĥ 180∘

B̂= = =R
AHC

Δ R
BHC

Δ R
AHB

Δ R
ABC

Δ

: = ⇒ = ⇒ AP = t = 2APB
Δ

قانون سینوس ھا در
6
−−

√

sin 30∘

AP

sin 45∘

6
−−

√

1
2

AP

2
−−

√

2

3
−−

√

= − ( + + ) =Ĉ 180∘ 45∘ 30∘ 45∘ 60∘

: = ⇒ = ⇒ x = 2APC
Δ

قانون سینوس ھا در
AP

sin 60∘

x

sin 45∘

2 3
−−

√

3
−−

√

2

x

2
−−

√

2

2
−−

√

∼ ⇒ = x × BCAPC
Δ

ABC
Δ

y 2

⇒ = 2 (2 + ) = 8 + 4 ⇒ y = 2y 2 2
−−

√ 2
−−

√ 6
−−

√ 3
−−

√ 2 + 3
−−

√
− −−−−−

√

: = ⇒ = ⇒ z =ABC
Δ z

sin 60∘

y

sin 45∘

z

3
−−

√

2

2 2 + 3
−−

√
− −−−−−

√

2
−−

√

2

12 + 6 3
−−

√
− −−−−−−−

√

b = a ⇒ 2R × sin = × 2R × sin2
−−

√ B̂ 2
−−

√ Â

sin = × sin = × = ⇒ sin = ⇒ =B̂ 2
−−

√ 30∘ 2
−−

√
1
2

2
−−

√

2
B̂

2
−−

√

2
B̂ 45∘ یا 135∘

⇒ { = − ( + ) =Ĉ 180∘ 30∘ 45∘ 105∘

= − ( + ) =Ĉ 180∘ 30∘ 135∘ 15∘

AB = AC ⇒ = = ⇒ = − 2 × = ⇒ B T =AB
⌢

AC
⌢

140∘
BC
⌢

360∘ 140∘ 80∘
Ĉ 40∘

AB = AD ⇒ = , ,B̂ D̂ (محاطی) =B̂
AC
⌢

2
(ظلی) =Â

AC
⌢

2

⇒ = = ⇒ AC = CDÂ D̂
AC
⌢

2

14
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یبق شکل داریم:   18

A

B

C
D

120
80

̥
̥

اگر روي ضلع  نقطۀ  را طوري انتخاب کنیم که  و اگر روي ضلع  نقطه  را طوري انتخاب کنیم که  باشد در این صورت مثلث هاي  19

 متساوي الساقین هستند.
ضمناً با  توجه به فرض مسأله داریم:

چون  می باشد پس  می باشد.

بنابراین مثلث  نیز متساوي الساقین است.

اگر عمودمنصف هاي مثلث  را رسم کنیم همدیگر را در نقطه اي مانند  قطع می کنند از طرفی عمود منصف هاي اضلاع  نقش نیمسازهاي زوایاي  را نیز

دارند پس طبق ویژگی مکان هندسی نیمساز، فاصلۀ نقطۀ  از همۀ اضلاع  مساوي است. بنابراین نقطه  مرکز دایره محاطی این چهار ضلعی است پس این چهار ضلعی
محیطی است.

الف) با توجه به شکل داریم:  20

ب)

21

22

براي بقیۀ میانه ها هم به همین ترتیب، اثبات می شود:

= 16 = AB + AC + BC = 6 + AC + BC ⇒ AC + BC = 10A CB
Δ

محیط
CD = AC ⇒ BD = BC + CD = BC + AC = 10 ⇒ BD = 10
A = CD × BD ⇒ 36 = CD × 10 ⇒ CD = 3٫6D2

⇒ BC = BD − CD = 10 − 3٫6 = 6٫4

{ + = ⇒ =Â Ĉ 180
∘

Ĉ 60
∘

+ = ⇒ = ⇒ − =B̂ D̂ 180
∘

D̂ 100
∘

D̂ Ĉ 40
∘

ABMAM = ADBCNDC = CN

ADM ,DCN

AB + CD = AD + BC ⇒ AM + MB + CD = AD + BN + CN

DC = CN , AM = ADMB = BN

BMN

DMNIDN , MN , DM, ,Ĉ B̂ Â

IDC , BC , AB , ADI

+ y + = ⇒ = − − =84∘
BC
⌢

360∘
BC
⌢

360∘ 84∘ 140∘ 136∘

= = 136x̂ BC
⌢

= ⇒ = 165° ⇒ + + y = ⇒ =x̂ 165∘
BC
⌢

84∘ 165∘ 360∘
ŷ 111∘

, BM = MC

A B : MQ : =M
Δ

نیمساز
AQ

BQ

AM

BM

A C : MP : =M
Δ

نیمساز
AP

CP

AM

MC

⇒ = PQ ∥ BC
AQ

BQ

AP

CP
− →−−−

عکس تالس

A B : = A + B − 2AM ⋅ BM ⋅ cosα , BM = CM =M
Δ

c2 M 2 M 2 a

2

⇒ = + − 2 ⋅ ⋅ cosαc2 m
2
a

a2

4
ma

a

2

A C : = A + C − 2AM ⋅ CM ⋅ cos( − α) , cos( − α) = − cosαM
Δ

b2 M 2 M 2 180∘ 180∘

⇒ = + − 2 ⋅ × (− cosα) = + + 2 ⋅ ⋅ cosαb2 m
2
a

a2

4
ma

a

2
m

2
a

a2

4
ma

a

2

⇒ + = 2 +b2 c2 m
2
a

a2

2

+ = 2 + , + = 2 +a2 c2 m
2
b

b2

2
a2 b2 m

2
c

c2

2

15
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23  با فرض  داریم:

30 ˚ 45 ˚

60 ˚ 45 ˚
h

2h2h

B CH3 h h

A

24

، نقطۀ  را طوري بیابیم که مسیر  کوتاه ترین باشد. براي این کار، بازتاب  نسبت به  را  این مسأله به این معناست که روي خط 

Mیافته و به  وصل می کنیم. طبق مسأله هرون مسیر  کوتاه ترین مسیر می باشد. پس اسکلۀ سوم در  قرار می گیرد.

A B

B´

d

الف) بنابر مسائل هم محیطی، کافی است که در رأس هایی که زوایا بیشتر از  هستند، بازتاب محوري انجام شود:  25
A

E
F

C B

D

C´

F´

ب )
B

C

D
E

F

A

C´

E´

26

⎧

⎩
⎨
⎪⎪

⎪⎪
+ = 2A + ⇒ + = 2A +b2 c2 M 2 a2

2
62 42

M 2 82

2
b = 6, c = 4, a = 8

⇒ 36 + 16 = 2A + 32 ⇒ 2A = 20 ⇒ AM =M 2 M 2 10
−−

√

AH = h

A C : = = ⇒ AC = h , CH = hH
Δ

Ĉ HAĈ 45∘ 2
−−

√

A H : = , sin = = = ⇒ AB = 2hB
Δ

B̂ 30∘ 30∘ AH

AB

h

AB

1
2

H B = , sin = ⇒ BH = × 2h = hÂ 60∘ 60∘ BH

AB

3
−−

√

2
3
−−

√

BC = 20 = h + h = h(1 + ) ⇒ h = × = 10( − 1)3
−−

√ 3
−−

√
20

+ 13
−−

√

− 13
−−

√

− 13
−−

√
3
−−

√

AB = 2h = 20( − 1) , AC = 10 ( − 1)3
−−

√ 2
−−

√ 3
−−

√

dMAMBB( ) dB′

AAMBM

180∘

AE ⇒ Fمحور بازتاب بازتاب F ′

⇒ AF = A , EF = EF ′ F ′

BD ⇒ Cمحور بازتاب بازتاب C ′

⇒ BC = B , DC = DC ′ C ′

⇒ {
ABCDEF = AB DEمحیط محیط C ′ F ′

>SAB DEC ′ F ′ SABCDEF

BD ⇒ Cمحور بازتاب بازتاب C ′

⇒ BC = B , DC = DC ′ C ′

DF ⇒ Eمحور بازتاب بازتاب E ′

⇒ DE = D , FE = FE ′ E ′

⇒ {
ABCDEF = AB D Fمحیط محیط C ′ E ′

>SAB D FC ′ E ′ SABCDEF

AB⊥d , =Ĥ 90∘

AH = H ,BH = HA′ B′

16
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d

B A A´ B´
H

قسمت هاي (الف) و (ب): زوایاي داخلی شش ضلعی منتظم برابر با  می باشد. پس زوایاي مثلث هاي  و  و  برابر با  می باشد. بنابراین:  27

.

  

 مساحت شش ضلعی   مساحت شش ضلعی

: قسمت هاي (پ) و (ت): مجموع طول هاي سه عمود  و  و  برابر است با ارتفاع مثلث 
M

A B

F C

P E D N

T

H

H´

H´´

 ارتفاع 

شش ضلعی  شش ضلعی

28

 روابط طولی

29

  رابطۀ سینوسی مساحت

مساحت مستطیل برابر است با نصف حاصل ضرب قطرها در سینوس زاویه بین قطرها:  30

31

  رابطۀ سینوسی مساحت

32

 مساحت مثلث را از دستور هرون به دست می آوریم:

{ ⇒ AB =
AB = BH − AH

= H − HA
′
B

′
B

′
A

′
A′B′

120∘
ABMPFECDN60∘

= = =M̂ N̂ P̂ 60∘

( a) ⇒ = 3aضلع شش ضلعی MNP
Δ

ضلع ⇒ = =S
MNP

Δ

3
−−

√

4
(3a)

2
9 3

−−
√

4
a2

= ×
2
3

S
MNP

Δ= ⇒
3 3

−−
√

2
a2

THTH ′TH ′′MNP

= × (3a) = a
3
−−

√

2

3 3
−−

√

2
MNP

Δ

+ + = (TH + T + T ) × a =S
TBC

Δ S
TDE

Δ S
TAF

Δ

1
2

H ′ H ′′
3 3

−−
√

4
a2

⇒ + + = × SS
TAB

Δ S
TEF

Δ S
TCD

Δ

1
2

= S
1
2

DC = 9,CM = 2DM ⇒ DM = 3,CM = 6

: DM × MC = AM × MB ⇒ {AM × MB = 3 × 6 = 18
AM + MB = 11

⇒ { ⇒ =
AM = 2
BM = 9

AM

MB

2
9

A C : = + − 2 × 5 × 3 × cosP
Δ

قانون کسینوس ھا در (7 )2
−−

√
2

(5 )2
−−

√
2

(3 )2
−−

√
2

2
−−

√ 2
−−

√ P̂

2 × 49 = 25 × 2 + 9 × 2 − 60 cos ⇒ cos = ⇒ =P̂ P̂
−1
2

P̂ 120∘

: = × 2 × 3 × =S
A BP

Δ

1
2

3
−−

√ 2
−−

√ sin 60∘

  
3√

2

9 2
−−

√

2

= × 12 × 12 × = 36SABCD

1
2

sin 60∘

  
3√

2

3
−−

√

B C = − =Â 180∘ 60∘ 120∘

: S = × 3 × 9 × =
1
2

sin 120∘

  
3√

2

27 3
−−

√

4

S = a ⋅ = b ⋅ = c ⋅
1
2

ha

1
2

hb

1
2

hc

S = a × 3 = b × 4 = c × 6 ⇒ a = , b = , c =
1
2

1
2

1
2

2S
3

S

2
S

3

p = = = S
a + b + c

2

+ +
2S
3

S

2
S

3

2
3
4
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33

A

CB

9 16

  رابطۀ سینوسی مساحت

  قانون کسینوس ها

داریم:  34

بنابراین داریم که:

بنابراین، مثلث قائم الزاویه است.

مطابق شکل،  است. داریم:  35

A

CDB

1 2

E

1

36

p − a = S − = , p − b = − = , p − c = S − =
3
4

2S
3

S

12
3S
4

S

2
S

4
3
4

S

3
5S
12

⇒ S = ⇒ = ⇒ S =× × ×
3S
4

S

12
S

4
5S
12

− −−−−−−−−−−−−−−−

√ S
15
−−

√

48
S2 48

15
−−

√

: S = AB × AC × sin
1
2

Â

S = × 9 × 16 × sin = 24
1
2

Â 5
−−

√

⇒ sin = ⇒ cos = = ±Â

5
−−

√

3
Â 1 − ( )

5
−−

√

3

2− −−−−−−−−

⎷

 2
3

: B = + − 2 × 9 × 16 × ( )C 2 92 162
cos Â  

±
2
3

−2
3

مقدار بیشتر با

B = 529 ⇒ BC = 23C 2

+ =
1

( )3
−−

√
2

1

( )6
−−

√
2

1

( )2
−−

√
2

+ = , = , = , =
1

h
2
a

1

h
2
b

1

h
2
c

1
ha

a

2S
1
hb

b

2S
1
hc

c

2S

⇒ + = ⇒ + = ( c)
a2

4S2

b2

4S2

c2

4S2
a2 b2 c2 وتر است

S = a ⋅ = b ⋅ = c ⋅ ⇒ × a ⋅ = b ⋅ = c ⋅ = k
1
2

ha

1
2

hb

1
2

hc

1
2

6
−−

√
1
2

3
−−

√
1
2

2
−−

√

⇒ c = , b = , a = ⇒ sin = = = = ⇒ = ⇒ =
2k

2
−−

√

2k

3
−−

√

2k

6
−−

√
Â

BC

AB

a

c

2k

6√

2k

2√

1

3
−−

√
Â 60∘

B̂ 30∘

CE ∥ AD

, = ⇒ = ⇒ AE = AC
⎧
⎩⎨

AD ∥ CE BE ⇒ مورب و= Â1 Ê

AD ∥ CE AC ⇒ مورب و= Â2 Ĉ1

Â1 Â2 Ĉ1 Ê

AD ∥ CE = =−→−
تالس BD

DC

AB

AE

AB

AC
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A

C D

b cB B

B
B

a

  نیمساز

  مشترك

  نیمساز

مطابق شکل،  نیمساز است. داریم:  37

در شکل مقابل،  نیمساز داخلی  است. داریم:  38

 نیمساز

39

40

  قضیۀ نیمسازها

AD ⇒ C D = D B = ⇒ AD = BDÂ Â B̂

, C D = ⇒ ∼Ĉ Â B̂ ACD
Δ

ABC
Δ

⇒ = ⇒ CD =
CD

b

b

a

b
2

a
(1)

AD : = ⇒ = ⇒ CD =
CD

BD

b

c

CD

a

b

b + c

ab

b + c
(2)

(1) , (2) ⇒ = ⇒ = + bc ⇒ − = bc
ab

b + c

b2

a
a2 b2 a2 b2

AD

= = ⇒ = ⇒ = ⇒ BD =
BD

DC

2
8

1
4

BD

BC

1
5

BD

7
1
5

7
5

:ABD
Δ

نیمساز BI ⇒ = ⇒ = = ⇒ =
AI

DI

AB

BD

AI

DI

2
7
5

10
7

AI

AD

10
17

MN ∥ BC ⇒ ∼ ⇒ = ( =AMN
Δ

ABC
Δ

S
AMN

Δ

S
ABC

Δ

10
17

)2 100
289

⇒ = 1 − =
SMNCB

S
ABC

Δ

100
289

189
289

ADÂ

B D = D C = = = ⇒ AD = CD = x , BD = a − xÂ Â
Â

2
2Ĉ
2

Ĉ

A = AB ⋅ AC − BD ⋅ CD ⇒ = bc − x(a − x) = bc − ax +D2 x2 x2

⇒ bc − ax = 0 ⇒ ax = bc ⇒ x = ⇒ x = = (1)
bc

a

6 × 8
a

48
a

AD : = ⇒ = = ⇒ 4x = 3a − 3x ⇒ 7x = 3a ⇒ x = (2)
BD

DC

c

b

a − x

x

8
6

4
3

3a
7

= ⇒ = 16 × 7 ⇒ a = 4− →−−−
(1) , (2) 3a

7
48
a

a2 7
−−

√

AD = ⇒ AD =
2AB ⋅ AC ⋅ cos Â

2

AB + AC

2 × (x + 2)(x + 3) × cos 60∘
  

1
2

x + 2 + x + 3
  

2x+5

⇒ x(2x + 5) = + 5x + 6 ⇒ 2 + 5x = + 5x + 6 ⇒ = 6 ⇒ x =x2 x2 x2 x2 6
−−

√

A = AB ⋅ AC − BD ⋅ DCD2

: = ⇒ = ⇒ BD = , CD =
BD

DC

3
5

BD

BC 
7

3
8

21
8

35
8

⇒ A = 3 × 5 − × ⇒ AD =D
2 21

8
35
8

15
8

قضیۀ نیمسازھا در :ABD
Δ

= ⇒ =
x

AE

BD

AD

x

AB

BD

AD + BD
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41

با نوشتن مساحت سینوسی براي مثلث  داریم:

می دانیم در هر متوازي الاضلاع، مجموع مربعات قطرها برابر است با مجموع مربعات چهارضلعی، یعنی:  42

 مجموع مربعات قطرها

می دانیم که:  43

44

 مطابق شکل، خط  به محوریت   بازتاب می شود که  می باشد.

. به مرکز  و زاویۀ  خط  را دوران می دهیم تا خط  حاصل شود. مطابق شکل داریم: 

45

 مطابق شکل،  بازتاب محوري  نسبت به محور  است. از آنجا که:

B

A

C

M

N

M´

، به  تصویر می شود. پس  با تجانس به مرکز  و نسبت 

46

⇒ = = = = ⇒ x = =
x

3

21
8

+
15
8

21
8

21
8

36
8

21
36

7
12

7 × 3
12

7
4

= =Â1 Â2
Â

2

+ =S
ABD

Δ S
ADC

Δ S
ABC

Δ

ABC

× × c × sin + × × b × sin = bc ⋅ sin = bc × 2 sin ⋅ cos
1
2

da
Â

2
1
2

da
Â

2
1
2

Â
1
2

Â

2
Â

2

sin × (b + c) = bc ⋅ 2 sin ⋅ cos
1
2

Â

2
da

1
2

Â

2
Â

2

⇒ (b + c) = 2bc ⋅ cos ⇒ da =da
Â

2

2bc ⋅ cos Â

2

b + c

= 2( + ) = 2 × = 5032 42 52

> ⇔ < a < b + cÂ 90∘
+b2 c2

− −−−−−
√

⇒ < x − 1 < 3 + 4 ⇒ 5 < x − 1 < 7 ⇒ 6 < x < 8+32 42
− −−−−−

√

dΔd ′

Oαd
′

d
′′x = α + β

CM ′N
Δ

MNC
Δ

BC

⇒ ⇒ = = 2
⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

C = CN = ⇒ C =M ′ BC

2
M ′ AC

2

CN =
BC

2

عکس تالس : N ||ABM ′
CA

CM ′

CB

CN

N CM ′
Δ

Ck = 2ABC
Δ
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 مطابق شکل، بازتاب  نسبت به  و   به ترتیب،  و  می باشد.

 اضلاع زاویه را در  و  قطع می کند.

O

A

B y

x

M

k

H

M´´

M´

محیط  کمترین می باشد، زیرا:

47

A مطابق شکل، مربع  بازتاب محوري  نسبت به محور  می باشد. B

CDG

F E O

M

از آنجا که  و  و  در  همرسند و داریم:  ، پس  مجانس  به مرکز تجانس  و ضریب  می باشد.

،  را به وجود آورد و سپس با تجانس به مرکز  و ضریب  ، آن  را بر  تصویر کرد. همچنین می توان با دوران  به مرکز  و زاویۀ 

48

، نقطۀ  می باشد. از نقطۀ  خط  عمود بر  می گذرانیم. مطابق شکل،  بر  عمود است. قرینۀ  نسبت به 

 می باشد و  را در  قطع می کند.

. دو مثلث  و  هم نهشت هستند، پس داریم: 

در این روش از بازتاب مرکزي  نسبت به  استفاده کردیم.

اگر بخواهیم بدون تغییر محیط، مساحت چهارضلعی را افزایش دهیم باید بازتاب  را نسبت به محور  بدست آوریم. بدین ترتیب چهارضلعی جدید محیطش با محیط   49

برابر است و مساحت آن از مساحت  بیشتر است. به این ترتیب داریم:

B

A

C

D
12

12

6

6 3

6

6 3

D´

H

افزایش مساحت برابر است با:

اگر مرکز تجانس روي خط قرار گیرد، مجانس خط بر آن منطبق می شود. اگر محور بازتاب، همان خط یا محور عمود بر خط باشد، بازتاب خط بر خود آن منطبق خواهد شد. با انتقال خط  50
تحت برداري موازي با خط، تصویر انتقال بر خط منطبق خواهد شد.

مطابق شکل، مثلث  مجانس مستقیم انقباضی مثلث  به مرکز تجانس  و ضریب  است. داریم:   51

MOxOyM ′M ′′

M ′M ′′AB

MAB
Δ

{ ⇒ MA + MB + AB = A + B + AB =
MA = AM ′

MB = BM ′′
M ′ M ′′ M ′M ′′

OEDMEFGDAD

CDBDADD= = = 2
CD

DM

DB

OD

AD

DE
ABCDOEDMD2

EFGDD−90∘
OEDMDk = 2ABCD

MHOxHMKKdHK

d||OxOyB

MAHMBKAM = MB

HM

DACABCD

ABCD

A C : A = + ⇒ AC = 12D
Δ

C 2 62
(6 )3

−−
√

2

= = 18S
A CD′

Δ

6 × 6 3
−−

√

2
3
−−

√

2 = 2 × 18 = 36S
A CD

Δ 3
−−

√ 3
−−

√

A′B′C ′ABCOk

k = = 3 ⇒ = =
OA′

AA′

OA′

O + AA′ A′

OA′

OA

3
4

= ( = ⇒ S( ) = S( )
S( )A′B′C ′

Δ

S( )ABC
Δ

OA′

OA
)2 9

16
ABC

Δ 16
9

A′B′C ′
Δ
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A

C

B

A´

C´

B´

O

52

53

اگر  و  و  وسط اضلاع و  پاي ارتفاع باشد آنگاه چون میانه وارد بر وتر نصف وتر است،  و  . پس

چهارضلعی  ذوزنقۀ متساوي الساقین است. در ذوزنقۀ متساوي الساقین زوایاي مقابل مکمل اند پس نوع چهارضلعی، ذوزنقه محاطی است.

EHB

A

C

M N

با توجه به شکل داریم:   54

B

C

A

S
S1

S2

S4

S 3

 

مساحت نیم دایره به قطر   مساحت نیم دایره به قطر  مساحت نیم دایره به قطر  

روابط طولی را در دو دایره می نویسیم:  55

56

1 1 22

M

A

B C

x y

O

از طرفی می دانیم که  پس:

پس  محاطی است.
راه دوم:

پس  محاطی است.

⇒ = 20° ⇒ = 40° ⇒ = 360° − 40° = 320°

= 20°Ĉ

=Ĉ
BD
⌢

2

⎫

⎭
⎬
⎪⎪

⎪⎪

BD
⌢

2
BD
⌢

BCD
⌢

= = = =Â
−BCD

⌢

BD
⌢

2
320° − 40°

2
280°

2
140∘

MNEHNE = MH =
AB

2
MN ||BC

MNEH

= ⇒ A = A + BĈ 90∘
B2 C 2 C 2

⇒ A = A + B
π

4
B2 π

4
C 2 π

4
C 2

+BC= AC⇒ AB

⇒ S + + = ( + ) + ( + ) ⇒ S = + ⇒ = 1S1 S3 S1 S2 S3 S4 S2 S4
+S2 S4

S

⇒ = = ( = = 9
C1 :دردایرۀ M = MC ⋅ MDT 2

C2 :دردایرۀ M = MA ⋅ MBT ′2
MA ⋅ MB

MC ⋅ MD

MT ′2

MT 2

MT ′

MT
)2 32

= − ( + ) = − ( − + − )M̂ 180∘
B̂1 Ĉ1 180∘ 1

2
180∘

B̂ 180∘
Ĉ

⇒ = − ( − ( − ))M̂ 180∘ 1
2

360∘ 180∘
Â

⇒ = − ( + ) ⇒ = −M̂ 180∘ 1
2

180∘
Â M̂ 90∘ 1

2
Â

B C = 90° +Ô
Â

2

+ = 90° − + 90° + =M̂ Ô
Â

2
Â

2
180∘

BOCM

⇒ O M + O M =

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪

O M = O C + C M = =B̂ B̂ B̂
A xB̂

2
90∘

O M = O B + B M = =Ĉ Ĉ Ĉ
A yĈ

2
90∘

Ĉ B̂ 180∘

BOCM
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R2 R2 R

B

CD

A

4R

با توجه به شکل داریم:  57

فاصلۀ مرکز دایره محیطی شش ضلعی منتظم تا یک ضلع برابر ارتفاع مثلث متساوي الاضلاع است. زیرا شش ضلعی منتظم از  مثلث متساوي الاضلاع تشکیل می شود.  58

59

دو وتر  و  مساوي اند، پس فاصلۀ مرکز دایره  از  و  برابر است، پس  نیمساز زاویه  می باشد:  60

61

  طبق روابط طولی

،  و  یک دایره می گذرد، پس  محاطی است.  ، طبق قضیۀ عکس روابط طولی، از چهار نقطۀ 

62

تمام خطوطی که از  به فاصلۀ  هستند، خطوط مماس بر دایرة  هستند و همچنین خطوطی که به فاصلۀ  از   قرار دارند، خطوط مماس بر دایرة  هستند. بنابراین خط هایی این  63

دو ویژگی را با  هم دارند که بر هر دو دایره مماس باشند، یا به عبارت دیگر مماس مشترك دو دایره باشند، حال چون  است، دو دایره متخارج هستند و  مماس مشترك دارند

و  خط راست با این ویژگی ها وجود دارد.

64

منهاي مساحت دو دایرة کامل به شعاع  یعنی: سطح رنگی برابر است با مساحت مستطیل   65

چون  وسط کمان   است پس   و در ضمن داریم:  66

5y + 3x + 3y + 5x = ⇒ 8(x + y) = ⇒ x + y =360∘ 360∘ 45∘

( )M N = = (x + y) محاطی= Â
3x + 3y

2
3
2

67٫5∘

6

⇒ 6a = 12 ⇒ a = محیط2 = 12 3
−−

√ 3
−−

√ 3
−−

√

h = a = (2 ) = 3
3
−−

√

2

3
−−

√

2
3
−−

√

AB = AC ⇒ = , , ⇒ D C = , = ⇒ = D C ⇒ AD = DCĈ B̂ (ظلی) D C =Â
AD
⌢

2
(محاطی) =B̂

AD
⌢

2
Â B̂ B̂ Ĉ Ĉ Â

ABCDOABCDOMD BM̂

OH = OK, = = ⇒ O H ≅O KĤ K̂ 90∘
M
Δ

K
Δ

⇒ O K =M̂
D BM̂

2

+ = 40° + 60° = ⇒ + = − =AD
⌢

BC
⌢

100∘
AC
⌢

BD
⌢

360∘ 100∘ 260∘

D B = = = ⇒ x = = =M̂
+AC

⌢

BD
⌢

2
260°

2
130∘ D BM̂

2
130∘

2
65∘

: { ⇒ ME × MH = MF × MG
MA × MB = ME × MH

MA × MB = MF × MG

EFGHEFGH

(ظلی) = ⇒ = ⇒ =M̂ BM
⌢

2
80∘ BM

⌢

2
BM
⌢

160∘

AB ∥ EF ⇒ = = ⇒ y = − (160 + 160) =MA
⌢

MB
⌢

160∘ 360∘ 40∘

: OA = OB,AOB
Δ

(مرکزی) A B = y = ,O B = O A = xÔ 40∘
Â B̂

⇒ 2x + = ⇒ x =40∘ 180∘ 70∘

O3C5O′C ′

O > R +O′ R′4

4

MA ⋅ MB = MC ⋅ MD ⇒ 3 × 6 = 2٫5 × MD ⇒ MD = 7٫2

ABCDR

= (2R)(4R) − 2(π ) = 8 − 2π = 2 (4 − π)Sرنگی R2 R2 R2 R2

MEF
⌢

=ME
⌢

FM
⌢
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O

1

2

B

C

A

A

A

قطر دایره است. قطر، محیط دایره را به دو قسمت برابر تقسیم می کند. در شکل،   67

یعنی هر کدام از این کمان ها برابر با   است، داریم:

از موازي بودن وترها نتیجه می شود که:  68

از طرفی داریم:

چون زاویه ي محاطی   رو به رو به کمان  است، پس با نصف کمان مقابل خودش برابر است:

69
طبق شکل داریم:

الف) یک مماس مشترك داخلی و دو مماس مشترك خارجی دارد.  70

71

              و                            و              

72
طبق فرض داریم:

 

73

O

CA

B

74

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪

محاطی= B̂
+CF

⌢

FM
⌢

2

زاویۀ بین دو وتر= D̂
( + ) +BC
⌢

BE
⌢

FM
⌢

2

⇒ + = =B̂ D̂
+ + + +CF

⌢

FM
⌢

BC
⌢

BE
⌢

FM
⌢

2
− →−−−−

=FM
⌢

ME
⌢ 360∘

2
180∘

AC

180∘

(ظلی) = ⇒ = ⇒ = − =Â2 50∘
AB
⌢

100∘
BC
⌢

180∘ 100∘ 80∘

{ ⇒ = = = x
AB ∥ FC ⇒ = = xAF

⌢

BC
⌢

BE ∥ DC ⇒ = = xED
⌢

BC
⌢

AF
⌢

BC
⌢

ED
⌢

+ x + + x + + x = ⇒ 3x = ⇒ x =60∘ 40∘ 110∘ 360∘ 150∘ 50∘

F DĈFED
⌢

= ( + x) = ( + ) =Ĉ
1
2

110∘ 1
2

110∘ 50∘ 80∘

محیط دایره = + ⇒AMB
⌢

ANB
⌢

محیط دایره = 4 +ANB
⌢

ANB
⌢

⇒ =ANB
⌢ 1

5 (محیط دایره)

)R = 4 = 9 d = d = ب13 و R′ − →−−−
مماس برون

T = = = = = 12T ′ −d
2

(R − )R′ 2
− −−−−−−−−−−−

√ −(R + )R′ 2
(R − )R′ 2

− −−−−−−−−−−−−−−−−−
√ 169 − 25

− −−−−−−−
√ 144

−−−
√

d = 13= 8R′R = 3

T = ⇒ 5a − 3 =T ′ −d2 (R − )R′ 2− −−−−−−−−−−−
√ −132

(8 − 3)
2− −−−−−−−−−−−

√

⇒ 5a − 3 = = = 12 ⇒ a = 3169 − 25
− −−−−−−−

√ 144
−−−

√

, T =
⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

R = 2
= 3R′

d = 13
T ′ −d2 (R + )R′ 2− −−−−−−−−−−−

√

⇒ 5x − 8 = ⇒ 5x − 8 = = = 12 ⇒ x = 4−132
(2 + 3)

2− −−−−−−−−−−−
√ 169 − 25

− −−−−−−−
√ 144

−−−
√

⇒ α + 16° = ⇒ α = ⇒ {

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

A C =B̂
AC
⌢

2

A C =Ô AC
⌢

3α + 12°

2
20∘ A C =B̂ 36∘

A C =Ô 72∘
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پاره خط  را به  وصل می کنیم.

  نیمساز زاویۀ  است 

 نیمساز زاویۀ  است 

چون هر زاویه یک نیمساز منحصر به فرد دارد پس  بر یکدیگر منطبقند و این بدان معناست که نقاط  بر یک استقامت قرار دارند. پس خط المرکزین و مماس هاي
مشترك خارجی همرسند.

75

می دانیم که همه مثلثها محاطی هستند پس دایره محیطی مثلث ABC را رسم می کنیم. داریم:  76

77

. از نقطۀ  دو مماس  بر دایره رسم شده است پس   78

. از نقطۀ  دو مماس  بر دایره رسم شده است پس 

بنابراین محیط مثلث  هیچ ارتباطی به محل نقطه  ندارد و همواره برابر مقدار ثابت  می باشد.

79

 80

طبق روابط طولی در دایره داریم:

81

OO′M

OMAMB^⇒ ΔOAM ≅ΔOBM ⇒
⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

OA = OB

OM = OM

MA = MB

MO′AMB^⇒ Δ DM ≅Δ CM ⇒
⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

C = DO′ O′

M = MO′ O′

MC = MD

O′ O′

M ,OMO′,M ,OO′

{ ⇒ ID = IS
ID × IE = IS × IN

IE = IN

+ + = + + = = =Â B̂ Ĉ
BC
⌢

2
AC
⌢

2
AB
⌢

2
+ +BC

⌢

AC
⌢

AB
⌢

2
360∘

2
180∘

RS ∥ V T ⇒ = = 70°TS
⌢

RV
⌢

+ = 180° ⇒ = 110° ⇒ = 110°TS
⌢

SR
⌢

SR
⌢

TV
⌢

= = 70° , = = 35° , = = 110°1^ TS
⌢

2^
TS
⌢

2
3^ RS

⌢

= = 35° , = = 55° , = = 55°4^
RV
⌢

2
5^

SR
⌢

2
6^ 5^

= = = 90° = = 35°7^
RVT
⌢

2
180°

2
8^ 2^

BBE,BDBD = BE

CCF ,CDCD = CF

: = AB + BC + AC = AB + BD + DC + ACABC
Δ

محیط PABC

= AB + BE + CF + AC = AE + AF

ABCDAE + AF

⇒ {

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

80° = →
x + y

2

20° = →
x − y

2

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

x + y = 160°

x − y = 40°

x = 100°

y = 60°

⇒ { ⇒ {
⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

x + y = 360°

= 62°
x − y

2

x + y = 360°

x − y = 124°

x = 242°

y = 118°

x(x + 32) = 10 × 32 + 32x − 320 = 0 → {→ x2 x = 8 (ق ق)

x = −40 (غ ق ق)
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با نوشتن قضیۀ نیمسازها داریم:

 

 

) داریم: ) و (  از روابط (

 

براي محاسبۀ طول نیمساز  داریم:

 

با نوشتن قضیۀ نیمسازها در مثلث  داریم:

   

82  در  ضلعی منتظم، کوچک ترین قطر، قطري است که نزدیک ترین رأس ها را به هم وصل می کند، بنابراین داریم:

A

C
a

B

a

2 + 2

a

    

    

83

در مثلث  داریم:  84

A

C D

B

2 km

60
̥

4 km

4 km 4
3

H

 در این مثلث با نوشتن قضیۀ کسینوس ها، طول  را حساب می کنیم:

  

زاویۀ  زاویۀ خارجی براي مثلث قائم الزاویۀ  است، پس:

با نوشتن قضیۀ کسینوس ها در مثلث  داریم:

 

      

85  مطابق شکل در مثلث هاي  و  داریم:

BD

CD
=

AB

AC
= =

6
8

3
4

⇒ BD = CD (1)
3
4

BC = 7 = BD + CD (2)

12

7 = CD + CD
3
4

⇒ CD = 7
7
4

⇒ CD = 4 ⇒ BD = 3

AD

A = AB × AC − BD × CD ⇒ A = 6 × 8 − 3 × 4 ⇒ AD = 6D2 D2

ADC

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪
= = = ⇒ DE = CE

DE

CE

AD

AC

6
8

3
4

3
4

CD = 4 = DE + CE

4 = CE + CE = CE ⇒ CE =
3
4

7
4

16
7

DE = × =
3
4

16
7

12
7

A = AD × AC − DE × CEE2 = 6 × 8 − ×
12
7

16
7

= 48 − =
192
49

2160
49

⇒ AE =
2160
− −−−

√

7
n

ABC
△

:قضیۀ کسینوس ھا در ( a2 + 2
−−

√
− −−−−−

√ )2 = + − 2 × cosa2 a2 a2 Â ⇒ (2 + )2
−−

√ a2 = 2 (1 − cos )a2 Â

⇒ cos = −Â

2
−−

√

2
⇒ =Â 135∘

, = −Â 180∘ 360∘

n
⇒ − =180∘ 360∘

n
135∘

⇒ =
360∘

n
45∘

⇒ n = 8

S = AB × AC × sin
1
2

Â

ABC

=ABC^ 120∘

AB = BC = 4km ⇒ = = =BAC
^

BCA
^ 60∘

2
30∘

AC

A = +C 2 42 42
−2 × 4 × 4 ×cos 120∘

  
−

1
2

⇒ AC = 4 3
−−

√

A DĈAHC

= + =ACD^ 90∘ 30∘ 120∘

ACD

A = A + C − 2AC × CD × cosD2 C 2 D2 120∘

A = (4D2 3
−−

√ )2 + − 2 × 422 3
−−

√ ×2 × (− )
1
2

⇒ AD2 = 52 + 8 3
−−

√ ⇒ AD = 52 + 8 3
−−

√
− −−−−−−−

√ ∼ 8٫1km

PNKPMH
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60
̥60

̥
60

̥

A

P

BN

M

4 3
2 3

H K

4 3
2 3

   

  

با نوشتن قضیۀ کسینوس ها در مثلث  داریم:

      

 86

، عمود  بر ضلع  وارد می کنیم.  از رأس 

45
̥

O

A

B

M N

60
̥

7

10

24

24

10

H

در مثلث  داریم:

       

 با نوشتن قضیۀ سینوس ها در مثلث  داریم:

    

خارج از  87

88

 (  ارتفاع وارد بر وتر)

    

  

الف. می دانیم که عمودمنصف هر وتر یک دایره از مرکز آن دایره می گذرد. از آنجا که دو وتر  و  موازي اند، مطابق شکل خط  که عمودمنصف مشترك هردو می  باشد، از مرکز  89

دایره می گذرد. به عبارت دیگر مرکز دایره روي خط  قرار می گیرد و نمی توان دقیقاً آن را به عنوان یک نقطه مشخص کرد.

B A

C D
K

H

d

ب.

 مطابق شکل، دو وتر  و  نابرابر و ناموازي هستند. می دانیم مرکز دایره از  و  به یک فاصله است، پس روي عمودمنصف  قرار دارد. از طرفی مرکز دایره نیز روي عمودمنصف

 نیز قرار دارد، پس تلاقی این دو عمودمنصف همان مرکز دایره است. مطابق شکل عمودمنصف هاي  و  در نقطۀ  (مرکز دایره) متقاطع  اند و داریم:

⎧

⎩⎨
: =PNK

△

P̂ 60∘

: =PMH
△

P̂ 60∘

sin 60∘
=

KN

PN
⇒

3
−−

√

2
=

2 3
−−

√

PN
⇒ PN = 4

sin 60∘
=

MH

PM
⇒

3
−−

√

2
=

4 3
−−

√

PM
⇒ PM = 8

PMN

M = P + PN 2 M 2 N 2 −2PM × PN × cos 60∘ ⇒ MN 2 = +82 42 −2 × 8 × 4 × = 48
1
2

⇒ MN = 4 3
−−

√

AAHBN

ABH

=Ĥ 90∘
⇒ AB2 = A + BH 2 H 2 ⇒ AB2 = + = 625242 72

⇒ AB = 25

= − ( + ) =AOB^ 180∘ 45∘ 60∘ 75∘

AOB

OA

sin 60∘ =
OB

sin 45∘ =
AB

sin 75∘ ⇒
OA

3√

2

=
OB

2√

2

=
25
0٫9

⇒ OA =
125 3

−−
√

9
, OB =

125 2
−−

√

9

1

h
2
a

ha

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

+ =
1
b2

1
c2

+b2 c2

b2c2

= =S
ABC
△

a × ha

2
b × c

2

⇒ bc = a × ha ⇒ b2c2 = ×a2 h
2
a

⇒ +
1
b2

1
c2

=
a2

×a2 h
2
a

=
1

h
2
a

ABCDd

d

ABCDABAB

CDABCDM
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A
B

C

D

K
M

H

BA

C

O

90

، خط  را در نقطۀ  قطع می کند. نقطۀ  را نسبت به محور  بازتاب می کنیم تا  به دست آید.  را رسم می کنیم. بازتاب نقطۀ  نسبت به خط  را پیدا می کنیم  امتداد 

و ثابت می کنیم نقطه  می  باشد، به طوري که  روي  قرار می گیرد. مثلث هاي  و  متساوي الساقین هستند، زیرا:

A
B

H
A

B

H
M d1

2

 

، نیمساز زاویۀ  می باشد، پس  و درنتیجه،  روي  قرار دارد.  از طرفی می دانیم که در مثلث متساوي الساقین، عمودمنصف 

) داریم: ) و ( از طرفی از موارد (

 بنابراین در این حالت، بازتاب طولپا می باشد.

، نقطۀ  می باشد.  را رسم کرده و امتداد می دهیم و ادعا می  کنیم بازتاب نقطۀ  نسبت به پاره خط  محور بازتاب  را در نقطۀ  قطع می کند. بازتاب  نسبت به خط 

، یعنی نقطۀ  بر امتداد  واقع است. چون نقطۀ  بازتاب  نسبت به خط  می باشد، داریم: خط 

B

B

d
H

A

A

MH
1

2
3
4

  

از طرفی داریم:

 پس  در امتداد  قرار دارد و همچنین مثلث  متساوي الساقین خواهد بود. بنابراین:

، پاره خط  است و بازتاب طولپا می باشد. بنابراین، بازتاب پاره خط  نسبت به خط 

{
AB M ⇒ MA = MBروی عمودمنصف
CD M ⇒ MC = MDروی عمودمنصف

ABdMBdB′MB′Ad

A′A′MB′MBB′MAA′

{
= ,BH = H ⇒ B d ⇒ MB = M (1)Ĥ 90∘

B′ B′ عمودمنصف B′

= ,A = ⇒ A d ⇒ MA = M (2)H ′^ 90∘
H ′ A′H ′ A′ عمودمنصف A′

dM=M1
^ M2

^A′MB′

12

MB = M ,MA = M ⇒ MB − MA = M − M ⇒ AB =B′ A′ B′ A′ A′B′

ABdMAdA′MA′B

dB′MA′A′Ad

= ,A =Ĥ
′

90∘
H ′ A′H ′ ⇒ A dA′ عمودمنصف ⇒ MA = M , =A′ M1

^ M2
^

{ = = =M1
^ M2

^ M3
^ M4

^

BH = H , =B′ Ĥ 90∘

B′MA′MBB′

⎧
⎩⎨

AB = AM + MB

= M + MA′B′ A′ B′

AM = M ,BM = MA′ B′

⇒ AB = A′B′

ABdA′B′
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