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تابع  قد متوسط کودکان را برحسب سانتی متر تا حدود  ماهگی نشان می دهد، که در آن  مدت زمان پس از تولد  1

(برحسب ماه) است. آهنگ متوسط رشد در بازة زمانی  چقدر است؟

f(x) = 7 + 50x−−√60x

[0, 25]

، مقدار پارامتر  را به دست آورید. ،  و  اگر بدانیم:   2f(x) = x + bg(x) = a − bx + cx2gof(x) = − − 3x + 7x2c

نیز برقرار باشد، مقدار  را اگر  و  بوده و تساوي   3

به دست آورید.

f = {(3, 2), (2, 0), (0, −3)}g(x) = { + 1x2

− 1x2
; x > 0
; x ≤ 0

og(m) = 2f
−1

m

، دامنه و ضابطۀ توابع  و  را به دست آورید. اگر  و   4f(x) =
2

x − 1
g(x) =

3
x

fogfof

اگر تابع  اکیداً صعودي و تابع  اکیداً نزولی باشد با فرض اینکه تابع  تعریف شده می باشد، ثابت کنید  اکیداً نزولی است.  5fgfogfog

درستی یا نادرستی عبارت هاي زیر را مشخص کنید.  6

yبرد تابع با ضابطۀ  همان برد تابع  است. = kf(x)y = f(x)

f(x)چند جمله اي   بر دو جمله اي  بخش پذیر است. = 2 + 5 − 3x − 10x3 x2x + 2

ABدو پیشامد  و  از هم مستقل هستند هرگاه با هم رخ ندهند.

نمودار توابع  و  و  و  را به نمودار مشتق آن ها، نظیر کنید.  7
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حد تابع  در نقطۀ  را بدست آورید.  8f(x) =
1 − x
− −−−−√

|2x|
x = 0

، حاصل  به ازاي  چقدر است؟ اگر   9= −6lim
x→4

f(x) − f(4)
x − 4

(f( )
1
x

)′x =
1
4

1



اگر  بر  بخش پذیر باشد، نشان دهید:  10f(x) = 2 − 3 + ax − bx3 x2x − 2

2a + 4 = b

درستی یا نادرستی عبارات زیر را مشخص کنید.  11

تابع ثابت در یک بازه، هم صعودي و هم نزولی محسوب می شود.

f(x)تابع  در نقطۀ  مشتق پذیر است. = x−−√x = 0

خودرویی در امتداد خط راست طبق معادلۀ  حرکت می کند، که در آن  برحسب ثانیه است. سرعت لحظه اي  12

در  چقدر است؟

d(t) = −5 + 20tt20 ≤ t ≤ 5

t = 2

در یک روستا  درصد جمعیت را مردان و  درصد را زنان تشکیل می دهند. اگر  درصد مردان و  درصد زنان، دفترچۀ سلامت داشته  13
باشند، با کدام احتمال یک فرد انتخابی به تصادف از بین آن ها، دفترچۀ سلامت دارد؟

54466075

فرض کنید چرخ و فلکی به قطر  داریم. اگر پایین ترین نقطۀ چرخ و فلک متر از سطح زمین بالاتر باشد، ارتفاع کابین مشخص شده (در  14

، که کابین با محور فقی چرخ و فلک در هر لحظه می سازد، بیابید. شکل) را از سطح زمین به شکل تابعی از زاویۀ 

20m3

α

تحقیق کنید تابع مقابل یک به یک است و سپس ضابطۀ تابع معکوس آن را بنویسید.  15

f(x) =
x

+ 1x2
− −−−−

√

اگر  نشان دهید  و  موجودند ولی  موجود نیست.  16f(x) = { x < 0x2

x x ≥ 0
(0)f ′

+(0)f ′
−(0)f ′

در دو جعبه به ترتیب  و  عدد لامپ یکسان موجود است. در جعبۀ اول  عدد و در جعبۀ دوم  عدد لامپ معیوب اند. از اولی  لامپ و از  17

دومی  لامپ به تصادف برداشته و در یک جعبۀ جدید قرار می دهیم. با کدام احتمال یک لامپ انتخابی از جعبه جدید معیوب است؟

2415438

6

y

x

نقاط اکسترمم نسبی و مطلق تابع زیر را مشخص کنید.  18

تابع  را به صورت ترکیب دو تابع دیگر بنویسید.  19h(x) = −9x 3x+1

، ضابطۀ تابع مرکب  رابه دست آورید. دامنۀ تابع  چگونه است؟ براي تابع   20f(x) =
−x

x − 1
foffof

تابع مرکب  تحت چه شرایطی قابل انجام یا قابل تعریف است؟ تابع مرکب  چطور؟  21foggof

ضابطۀ تابع وارون توابع یک به یک زیر را به دست آورید.  22

(الف

(ب

f(x) =
−8x + 3

2
g(x) = −5 − 3x + 1

− −−−−−
√

2
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نمودار تابع  به صورت مقابل است. مقادیر مشتق تابع  در نقاط  را از کوچک به بزرگ مرتب کنید.  23ffC,B,A

، آنگاه حدود  را بیابید. اگر  و   24< α <
π

3
5π
6

tanα =
2m − 1

3
m

توابع  و  هر دو اکیداً نزولی هستند و تابع  تعریف شده است. اگر  و  باشند، حدود  25

 را بیابید.

fgfogfog( ) = 2a − 1m2fog( + 1) = −a + 4m2

a

تابع  را ابتدا نسبت به محور  ها قرینه کرده، سپس نمودار حاصل را دو واحد به چپ منتقل کرده و در نهایت آن را  واحد به بالا منتقل  26

می کنیم تا تابع  حاصل شود. ضابطۀ تابع وارون تابع  را بیابید.

y = x3y5

ff

تابع  را در نظر بگیرید:  27f(x) = { 2x − 1
− 1x2

x < 0
x ≥ 0

f(0)نشان دهید  وجود ندارد. ′

ضابطۀ تابع مشتق را بنویسید.

fنمودار تابع  را رسم کنید. ′

معادلات زیر را حل کنید.  28

cos 3x = 4 xcos2

sin 3x + 2 cos 2x = 2

ضابطۀ تابع وارون توابع زیر را در صورت وجود به دست آورید. دامنه و برد هر تابع و وارون آن را با استفاده از نمودار مشخص کنید.  29

f(x) = − x + 3
1
2

g(x) = 1 + x − 2
− −−−−

√

h(x) = + 1x2

یک بیضی افقی با دایرة  هم مرکز است. اگر قطر بیضی دو واحد بزرگ تر از قطر دایره و قطر کوچک بیضی دو واحد  30
کوچک تر از قطر دایره باشد، مختصات رئوس و کانون ها و مرکز بیضی و فاصلۀ کانونی و اندازة خروج از مرکز بیضی را بیابید.

C : + + 2x = 8x2
y

2

نمودار تابع  را رسم کنید. این تابع در دامنۀ خود اکیداً صعودي است یا اکیداً نزولی؟  31f(x) = (x + 1)3

،  را به دست آورید. اگر   32f(x) = − 2x3(−1)f ′

مختصات مرکز و شعاع دایرة زیر را بیابید.  33

 4 + 4 − 4x + 8y − 10 = 0x2 y2

3
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در بیضی زیر اگر مساحت مثلث  یک سوم مساحت مثلث  باشد و طول قطر کوچک بیضی  باشد، خروج از مرکز و طول قطر بزرگ  34
بیضی را بیابید.

BAFOBA
′4

دو ظرف همانند داریم. اولی شامل  توپ قرمز و  توپ آبی و دومی شامل  توپ قرمز و  توپ آبی است. به طور تصادفی از یکی از ظرف ها دو  35
توپ باهم خارج می کنیم. احتمال آن که توپ ها همرنگ نباشند چقدر است؟

4254

سه ظرف همانند داریم، ظرف اول شامل  مهرة قرمز و  مهرة آبی است. ظرف دوم شامل  مهرة قرمز و  مهرة آبی و ظرف سوم شامل  36
مهره هاي آبی می باشد. با چشم بسته یکی از سه ظرف را انتخاب و از آن مهره اي خارج می کنیم. احتمال این که مهره خارج شده آبی باشد چقدر است؟

51139

معادلۀ دایره اي را بنویسید که مرکز آن، نقطۀ  و بر خط  مماس باشد.  37∣

∣
∣

0
3

3x − 4y = 3

معادلۀ گستردة یک دایره به شکل  است. مختصات مرکز دایره و اندازة شعاع آن را پیدا کنید و معادلۀ آن را  38
به شکل استاندارد بنویسید.

+ + 2x + 2y − 8 = 0x2 y2

مقادیر اکسترمم مطلق تابع زیر را در صورت وجود تعیین کنید.  39

 f(x) = − + 6x − 2 , x ∈ [−2, 5]x2

y

x

در تابع زیر نقاط اکسترمم نسبی و مطلق را مشخص کنید.  40

نقاط اکسترمم نسبی تابع هاي زیر را بیابید.  41

f(x) (ب                     (الف = 2x − x2
− −−−−−

√f(x) = 1 − x2
− −−−−

√

تابع  در چه بازه هایی اکیداً نزولی و در چه بازه هایی اکیداً صعودي است؟  42f(x) =
−1
+ 4x2

مشخص کنید توابع زیر در چه بازه هایی اکیداً صعودي و در چه بازه هایی اکیداً نزولی هستند؟  43

f(x)  (ب                     (الف = x − 3
− −−−−

√f(x) = −5x + 2

d

BC

A

مثلث متساوي الاضلاعی به ضلع  را حول خط  دوران می دهیم. حجم حاصل چقدر است؟  442 3√d

، دامنۀ تابع مرکب  و ضابطۀ آن را به دست آورید. باتوجه به ضابطه هاي  و   45f(x) = 1 − 2x
− −−−−−

√g(x) =
1 − 3x
x + 2

fog

نمودار تابع  را به کمک نمودار تابع  رسم کنید.  46y = |x|
−−

√y = x−−√

اگر  و  مطلوب است،  و   47(1) = 3f ′(1) = 5g ′(f + g (1))′(3f + 2g (1))′

4
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نمودار توابع  و  و  و  را به نمودار مشتق آنها، نظیر کنید.  48
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،  و  در زیر رسم شده اند. نمودار توابع   49

x

y

01-2- 1 2
x

y

01-2-3- 1 2
x

y

0

الف) تابع  در چه فاصله هایی اکیداً صعودي و در چه فاصله هایی صعودي است؟

ب) تابع  در چه فاصله هایی اکیداً نزولی و در چه فاصله هایی نزولی است؟

پ) تابع  در چه فاصله هایی اکیداً نزولی است؟

fgh

y = h(x)y = g(x)y = f(x)

f

g

h

، مقادیر زیر را به  دست آورید. اگر  و   50

 

f(x) = x − 3
1
8

g(x) = x3

(fog (5) ( o )(6) ( o (الف(5)( )−1 (ب f−1 f−1 (پ g−1 f−1

5
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، نمودار توابع زیر رسم شده است، ضابطۀ هر نمودار را مشخص کنید. با استفاده از نمودار   51
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y = cos x

y = − cos(− x) y = 2 cos 2x y = cos( x) y = − cos 2xالف)
1
2

1
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(ب (پ
1
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(ت

تابع  ترکیب کدام دو تابع زیر است؟  52

 

h(x) = (3 − 4x + 1x2 )5

(الف
(ب

f(x) = x
−−

√5

k(x) = x5

; g(x) = 3 − 4x + 1x2

; l(x) = 3 − 4x + 1x2

ππ

y
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،       و    در بازة  رسم شده     ، در شکل روبه رو نمودار توابع با ضابطه هاي   53

است. نمودار تابع  را مشخص کرده و توضیح دهید نمودار توابع دیگر چگونه به کمک آن رسم شده است. دامنه و برد هر کدام را مشخص
کرده و با هم مقایسه کنید.

y = sin xy = 2 sin xy = −2 sin xy = sin x
1
2

[−π, π]

y = sin x

x

y

1
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3 4124
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نمودار تابع  را در بازة  رسم کنید و به کمک آن نمودار توابع  و  و  54

 را رسم کنید.

f(x) = |x − 2|[−2, 3]g(x) = −|x − 2|h(x) = |x − 2|1
2

k(x) = − |2 − x|
1
3

6
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نمودار توابع زیر را رسم کنید و دامنه و برد آن ها را مشخص نمایید.  55

(الف  y = (x − 1 − 1 (ب y = (x + 2 − 2)3 )3

حد تابع با ضابطۀ  را وقتی که  ، تعیین کنید.  56f(x) =
5 − 7 + 16x6 x5

5 − 3x3 x5
x → ±∞

sin tan

cos
O

ta
n

ta
n

ta
n

π 3

π 4

π
6

π
4

π
3

π 3

با توجه به شکل مقابل جاي خالی را در جملۀ داده شده به طور مناسب پر کنید. «اگر زاویۀ  تنها داخل  57

یک ربع دستگاه مختصات تغییر کند در هر چهار ربع دایرة مثلثاتی با افزایش زاویۀ  همواره تانژانت زاویه
.................. می یابد.»

α

α

نمودار هریک از توابع داده شده را رسم کرده و بیشترین و کمترین مقدار و دورة تناوب تابع را مشخص کنید.  58

(الف

(ب

y = | sin x|

y = | cos 2x|

نقاط اکسترمم نسبی تابع  را بیابید.  59f(x) = − + 6 − 2x
3

x
2

از بین مستطیل هایی با قطر  سانتی متر، بیشترین محیط مستطیل را بیابید.  604

x

y در نمودار مقابل نقاط اکسترمم نسبی و مطلق را مشخص کنید.   61

تابع  مفروض است، براي آنکه  کمتر از  باشد،   در چه محدوده اي باید قرار داشته باشد؟  62f(x) = , x < −5
1

x + 5
f(x)−10000x

در تابع  حاصل  را بیابید.  63f(x) = ( − 4) [x + 1]x2(2) + (2)f ′
− f ′

+

در تابع  حاصل  را بیابید.  64f(x) = (1 − x) [x] − |x − 1|(1) + (1)f ′
+ f ′

−

مشتق پذیري تابع  در نقطۀ  را بررسی کنید.  65f(x) = |x + 2|
− −−−−−

√x = −2

، آنگاه مشتق تابع  را در نقطۀ  بیابید. اگر  و   66f(x) = + 1x
2

g(x) = x−−√gofx = 0

، آنگاه  را بیابید. اگر  و   67f(x) = g( + x)x2(2) = 5f ′(6)g ′

معادلۀ خط مماس بر منحنی تابع  در نقطۀ  را بیابید.  68f(x) = x x − 3
− −−−−

√x = 4

، آنگاه  و  را بیابید.  اگر   69= −2lim
x→±∞

2 + m + − 1xn x3 x2

4 + − 3x3 x2
mn(n ∈ N)

، آنگاه حدود  را بیابید. اگر   70(m + − 7x) = +∞lim
x→−∞

x2 (x + 2)2
m

، آنگاه حدود  را در بازة  بیابید. اگر    71tanα ≤ −1α[0, 2π]

نمودار تابع  را رسم و یکنوایی آن را بررسی کنید.  72y = | (x + 1)|log2

با فرض  توضیح دهید نمودار تابع  چگونه از نمودار  رسم می شود؟  73f(x) = x2
g(x) = −2(3x + 4 + 5)2

f

نمودار تابع  را در یک دوره تناوب رسم کنید.  74y = − sin(2x)

7
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x

y

1 2

1
2

312

3
نمودار تابع  به صورت مقابل است. نمودار تابع  را رسم کنید.  75y = f(x)y = −f( x)

1
2

1
2
3
4

1
2-
-

1- 1 2 3 4
x

y نمودار تابع  در شکل زیر رسم شده است. نمودار توابع زیر را رسم کنید و آنها را با نمودار  مقایسه کنید.  76ff

y = f(−x)

y = −f(x)

y = −f(−x)

با استفاده از قضایاي حدهاي نامتناهی درستی حدهاي زیر را نشان دهید.  77

= +∞lim
x→0

3 + x2
− −−−−

√

x2

= +∞lim
x→2

1
(x − 2)4

= +∞lim
x→−2

∣

∣
∣

5 − x

2 + x

∣

∣
∣

مشتق توابع زیر را بیابید. (ساده کردن مشتق الزامی نیست)  78

f(x) = (4x − 1)( − 5)x
2 3

y = ( − 9x)x3 2− −−−−−−−−
√5

f(x) = 3x2 5 − 6x2
− −−−−−

√

y =
( − 1)x2 3

+ 2xx3

8
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اگر تابع  در هر نقطه اکسترمم نسبی مشتق پذیر باشد، آنگاه مشتق تابع  در این نقاط صفر می شود.  79ff

جسمی از سطح زمین به طور عمودي پرتاب شده است، که معادلۀ ارتفاع آن از سطح زمین به صورت  است. سرعت  80

لحظه اي این جسم را در  به دست آورید.

f(t) = −2 + 10tt2

t = 2

y

x
BA

O

در سهمی به معادلۀ  مثلث متساوي الساقین  محاط شده است. ماکزیمم مساحت این مثلث چقدر است؟  81y = 27 − x2OAB

A

N
B

A

B

HO
x

با استفاده از شکل داده شده، ابتدا درستی اتحاد مقابل را ثابت کنید.   82

tanسپس حاصل  را بیابید. 22٫5∘

tan =
x

2
sin x

1 + cos x

مقدار عددي عبارت  را بیابید.  83( − sin )( + cos )
2√

2
π

12
2√

2
5π
12

با ضابطۀ  مفروض است. ضابطۀ تابع معکوس  را به دست آورید. تابع   84ff(x) = { 4x − − 3 , x < 2x2

x − 2 , x ≥ 2
یک تودة باکتري پس از  ساعت داراي جرم  گرم است.  85tm(t) = +t√ t2

3جرم این تودة باکتري در بازة زمانی  چند گرم افزایش می یابد؟ ≤ t ≤ 4

tآهنگ رشد جرم تودة باکتري در لحظه  چقدر است؟ = 9

حاصل هر یک از حدهاي زیر را به دست آورید.  86

lim
x→0

−2 + sin x
− −−−−−−√ 2 − sin x

− −−−−−−√

3x

lim
x→1+

+ x − 1− 1x2
− −−−−

√

+ − 14x − 4− −−−−−√ x2

lim
x→3−

3 − [x]

x − 3
− 6x + 9x2

− −−−−−−−−−
√

درست یا نادرست بودن عبارت هاي زیر را مشخص کنید.  87

خروج از مرکز بیضی شاخصی است که انحناي بیضی را با دایره مقایسه می کند.

در بیضی افقی، طول رئوس کانونی و کانون ها با طول مرکز تقارن بیضی یکسان است.

اگر صفحه اي سطح مخروطی دوّار را عمود بر محورش قطع کند مقطع حاصل همواره یک دایرة حقیقی خواهد بود.

خروج از مرکز بیضی عددي بین صفر و یک است. هر قدر این عدد به یک نزدیک تر باشد شکل بیضی کشیده تر خواهد بود.

درستی یا نادرستی عبارت هاي زیر را تعیین کنید.  88

f(x)اگر  باشد، آنگاه نمودارهاي  و  برهم منطبق هستند. = cos xy = f(x)y = f(−x)

9
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، اگر  و 

ها و  واحد انتقال به بالا به  دست آورد. نسبت به محور 

f(x) = log xg(x) = − log(x − 2) + 4

x4

حد زیر را محاسبه کنید.  89

lim
x→2−

x + 1
∣x − 2∣

با توجه به نمودار داده شده، به سؤالات زیر پاسخ دهید.  90

الف) مقدار ماکزیمم مطلق را بنویسید.

ب) مقدار مینیمم مطلق را بنویسید.

پ) طول نقطه ماکزیمم نسبی را بنویسید.

ت) طول نقطه مینیمم نسبی را بنویسید.

10

ریاضی (تجربی) دوازدهم

g را می توان از نمودار f با انتقال دو واحد به سمت راست، سپس قرینه  آنگاه نمودار 



1

  آهنگ متوسط

، برابر قرار می دهیم. داریم: ، ضابطۀ تابع ترکیب  را می یابیم و سپس مرتب شدة آن را با عبارت معادل اش، یعنی  ابتدا باتوجه به ضابطه هاي  و   2

 

 روند محاسبۀ پارامترهاي  و  اینگونه است:

 

، ابتدا مقدار  را (به صورت پارامتري) از روي ضابطۀ  به دست می آوریم: باتوجه به رابطۀ   3

،  برابر  و براي  برابر  است.  یعنی براي 

، آن گاه ) تبدیل خواهد شد. حال باتوجه به این نکته که «اگر  ) یا  (براي   درنتیجه آن رابطۀ اولیه به صورت  (براي 

 برقرار است.» داریم:

 

 بنابراین تنها جواب قابل قبول براي  همان  بوده و داریم: 

، براي تعیین ضابطۀ توابع مرکب  و  داریم: با توجه به ضابطه هاي  و   4

) را از  کم می کنیم.  البته دقت کنید که براي تعیین دامنۀ این تابع در مرحلۀ  تأمل کرده و ریشه هاي مخرج ها (یعنی  و 

 

) را از  برداریم. لذا:  ، می بایستی ریشه هاي مخرج (یعنی  و   براي تعیین دامنۀ این تابع نیز با توجه به مرحلۀ ساده نشدة 

براي هر  و  از دامنۀ  داریم:  5

6

نادرست

علت: برد تابع  ،  برابر برد تابع  است.

درست

= =
f(25) − f(0)

25 − 0
(35 + 50) − (0 + 50)

25
= = = 1٫4

35
25

7
5

fggof− − 3x + 7x2

gof(x) = g(f(x)) = g(x + b) = a(x + b − b(x + b) + c)2

= a + 2abx + a − bx − + c = a + (2ab − b)x + (a − + c)x2 b2 b2 x2 b2 b2

a + (2ab − b)x + (a − + c) = − − 3x + 7 →− →−−−
حال باید

x2 b2 b2 x2
⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

a = −1
2ab − b = −3
a − + c = 7b2 b2

bc

a = −1 −2b − b = −3 → −3b = −3 → b = 1− →−−−−−
2ab−b=−3

{ −1 − 1 + c = 7 → c = 9a = −1
b = 1

− →−−−−−
ab− +c=7b2

→
⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

a = −1
b = 1
c = 9

og(m) = (g(m)) = 2f −1 f −1g(m)g

m > 0g(m)+ 1m2m ≤ 0− 1m2
g(m) = { + 1m2

− 1m2
; m > 0
; m ≤ 0

( + 1) = 2f −1 m2m > 0( − 1) = 2f −1 m2m ≤ 0(a) = bf −1

f(b) = a

{
m > 0 : f(2) = + برای1 m2

m ≤ 0 : f(2) = − برای1 m2

− →−−−−−−−
(2,0)∈f

f از روی مجموعۀ ⎧
⎩⎨

m > 0 : + 1 = 0 → = −1 برای→ m2 m2 فاقد جواب

m ≤ 0 : − 1 = 0 → = 1 → m = ±1 m = −1 برای✓ m2 m2 − →−−−
(m≤0)

m−1og(−1) = 2f −1

f(x) =
2

x − 1
g(x) =

3
x

fogfof

fog(x) = f(g(x)) = f( ) = =
3
x

− →−−−−−−
3
x قرارمی دھیم

f xھای بھ جای 2

− 13
x

2
3−x

x

2x
3 − x

2
3−x

x

x = 0x = 3R= R − {0, 3}Dfog

fof(x) = f(f(x)) = f( ) = =
2

x − 1
− →−−−−−−

2
x−1

قرار بده

f xھای بھ جای 2

− 12
x−1

2
3−x

x−1

2x − 2
3 − x

2
3−x

x−1

x = 3x = 1R= R − {1, 3}Dfof

x1x2fog

< g( ) > g( ) f(g( )) > f(g( ))x1 x2 − →−−−−−
gاکیداً نزولی

x1 x2 − →−−−−−
fاکیداً صعودی

x1 x2
< ⇒ (fog)( ) > (fog)( ) ⇒ fogx1 x2 x1 x2 اکیداً نزولی است.

y = kf(x)ky = f(x)

11
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 علت:

نادرست

علت: دو پیشامد  و  مستقل هستند هرگاه انجام یکی تأثیري روي انجام دیگري نداشته باشد.

7

) شکل ابتدا صعودي و سپس نزولی است. آن قسمت از شکل که صعودي است در نمودار  بالاي محور  ها و

آن قسمت از شکل که نزولی است در نمودار  پایین محور  است.

y

0

f

y

0
f´

x x

y)  تابع ثابت است و مشتق آن صفر می شود. بنابراین نمودار  روي محور  ها است.

0

g

x

y

0
g´

x

) شکل ابتدا نزولی و سپس صعودي است. آن قسمت از شکل که نزولی است در نمودار  پایین محور  ها و

yآن قسمت از شکل که صعودي است در نمودار  بالاي محور  ها است.

0

h´

x

y

0

h

x

) شکل یک تابع خطی با شیب منفی است پس مشتق آن یک عدد منفی است یعنی

نمودار  آن یک خط افقی پایین محور  ها است.
y

x

y

x0 0

t

براي بدست آوردن حد تابع، ابتدا حد راست و چپ تابع در  بدست می آوریم:  8

f(−2) = −16 + 20 + 6 − 10 = 0

AB

1f ′x

f ′x

2gg′x

3h′x

h′x

4

t′x

x = 0

f(x) = = +∞lim
x→0+

1 − 0
− −−−−

√

0+

f(x) = = +∞lim
x→0−

1 − 0
− −−−−

√

0+

12
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  پس حد تابع  در  برابر  است.

9

براي یافتن باقی مانده باید ریشۀ مقسوم علیه را در مقسوم قرار دهیم:  10

11

درست

نادرست

12

13

زنان

مردان

46

54

75

60

%

%

%

%

 

فرض می کنیم کابین با محور افقی چرخ و فلک زاویۀ  می سازد.  14
 باتوجه به شکل داریم: 

m3

A

B
NM

H

K

α
O

T

 

  

 

15

       توجه کنید

چون دو کسر با هم مساوي اند و مخرج دو کسر علامت مثبت دارد پس صورت ها با هم، هم علامت هستند.
براي یافتن ضابطه تابع معکوس قرار می دهیم:

     

f(x)x = 0+∞

= −6 ⇒ (4) = −6lim
x→4

f(x) − f(4)
x − 4

f ′

(f( ) = ( ) − = −16 (4)
1
x

)′
−1
x2

f ′ 1
x

− →−−

x=
1
4 1

1
16

f ′
⎛

⎝
⎜⎜

1
1
4

⎞

⎠
⎟⎟ f ′

= −16 × (−6) = 96

x − 2 = 0 ⇒ x = 2 ⇒ = f(2) = 0 ⇒ 2 × − 3 × + 2a − b = باقی مانده0 23 22

⇒ 16 − 12 + 2a − b = 0 ⇒ 2a + 4 = b

d(t) = −5 + 20t → (t) = −10t + 20 → (2) = −20 + 20 = 0t2 d ′ d ′

P( ) = × + مطلوب×
54

100
60

100
46

100
75

100
→ P( ) = + مطلوب=

324
1000

345
1000

669
1000

α̂

y = AN − ATارتفاع کابین از زمین

y = 23 − (OA − OT) y = 23 − (10 − OT)− →−−−
OA=10

O K : = sinαH
Δ

از طرفی در مثلث قائم الزاویۀ
KH

OK
10 sinα = KH− →−−−

OK=10
10 sinα = OT− →−−−−

KH=OT

⇒ y = 23 − (10 − 10 sinα)

⇒ y = 23 − 10 + 10 sinα

y = 13 + 10 sinα

f( ) = f( )x1 x2

=
x1

+ 1x
2
1

− −−−−
√

x2

+ 1x
2
2

− −−−−
√

⇒ =x1 + 1x
2
2

− −−−−
√ x2 + 1x

2
1

− −−−−
√

می رسانیم.2 دو طرف را بھ توان ⇒ ( + 1) = ( + 1)x
2
1 x

2
2 x

2
2 x

2
1 ⇒ + = +x

2
1x

2
2 x

2
1 x

2
2x

2
1 x

2
2 ⇒ =x

2
1 x

2
2 ⇒ | | = | |x1 x2 ⇒ =x1 x2 (∗)تابع یک بھ یک است.

y = ⇒ 2x

+ 1x2−−√
دو طرف بھ توان

=y 2 x2

+ 1x2
⇒ + =y 2x2 y 2 x2 ⇒ − = −y 2x2 x2 y 2 ⇒ ( − 1) = −x2 y 2 y 2 ⇒ =x2 y 2

1 − y 2
⇒ x = y x

y

1 − y 2
− −−−−

√
ھم علامت اند و

13
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براي محاسبۀ مشتق راست سراغ ضابطۀ پایین و براي محاسبۀ مشتق چپ سراغ ضابطۀ بالا می رویم.  16

17

4
20

معیوب
سالم

3
12

معیوب
سالم

68

=

=
14
8

14
6

21

باشداز ظرف

باشداز ظرف

1

2

معیوب بودن در ظرف

2معیوب بودن در ظرف

1 24
4

15
3 = 5

1

= 6
1

18

در  اکسترمم نسبی ندارد.

در  ماکزیمم نسبی دارد.

در  مینیمم نسبی و مینیمم مطلق دارد.

در  ماکزیمم نسبی دارد.
تابع ماکزیمم مطلق ندارد.

y

x
a b c d e

، تابع ترکیب  اگر تابع  را به شکل  بازنویسی کنیم به روشنی می توانیم ببینیم که با فرض  و   19

همان تابع  خواهد بود.:

 

، ابتدا ضابطۀ آن را به فرم  نوشته و سپس باتوجه به تعریف  ضابطۀ تابع مرکب  براي از بین بردن علامت منفی در صورت کسر ضابطۀ   20

را به دست می آوریم:

، باتوجه به ضابطۀ به دست آمده می بایستی  و درنتیجه  باشد و البته با درنظر گرفتن آن شرط  به این نتیجه می رسیم که دامنۀ   و اما درمورد دامنۀ تابع 

به صورت  یا  می باشد.

هایی قابل تعریف است که اولاً به ازاي آن  مقدار  موجود باشد و ثانیاً ، تابع مرکب  به ازاي  باتوجه به تعاریف  و   21

) قابل تعریف باشد. در این صورت تابع  به ازاي  به صورت  تعریف می شود. تابع  به ازاي این مقدار (یعنی 

هایی قابل انجام و تعریف است که اولاً به ازاي آن  مقدار  ، تابع مرکب  به ازاي  به همین منوال و باتوجه به تعاریف  و 

) قابل تعریف باشد. در این صورت تابع  به ازاي  به صورت  قابل تعریف خواهد بود. موجود و حقیقی باشد، ثانیاً تابع  به ازاي این مقدار (یعنی 

22

(الف

⇒ (x) = y =f −1 x

1 − x2
− −−−−

√

}
x ≥ 0 → f(x) = x → (0) = 1f ′

+

x < 0 → f(x) = → (x) = 2x → (0) = 0x2 f ′ f ′
−

→ (0) ≠ (0)f ′
+ f ′

−

P(معیوب بودن) = × + × = + = =
4
7

1
6

3
7

1
5

2
21

3
35

10 + 9
3 × 7 × 5

19
105

x = b

x = c

x = d

x = e

hh(x) = − = ( − 3 ×9x 3x+1 3x
)2 3x

f(x) = − 3xx2g(x) = 3x
fog(x)

h(x)

{ → fog(x) = f(g(x)) = f( ) = ( − 3( )
f(x) = − 3xx2

g(x) = 3x
3x 3x

)2 3x

= ( − = − = h(x)32
)x 31+x 9x 3x+1

ff(x) =
x

1 − x
fof(x) = f(f(x))fof

fof(x) = f(f(x)) = f( ) = = =
x

1 − x

( )
x

1 − x

1 − ( )
x

1 − x

x

1 − x

1 − x − x

1 − x

x

1 − x

1 − 2x
1 − x

fof(x) =− →−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
(1−x).ضرب می کنیم صورت و مخرج را در

(x≠1) 1−x≠0 باتوجھ بھ شرط x

1 − 2x

fof1 − 2x ≠ 0x ≠
1
2

x ≠ 1fof

x ≠ 1,
1
2

= R − {1, }Dfof

1
2

fog(x) = f(g(x))= {x ∈ |g(x) ∈ }Dfog Dg Dffogxxg(x)

fg(x)fogxfog(x) = f(g(x))

gof(x) = g(f(x))= {x ∈ |f(x) ∈ }Dgof Df Dggofxxf(x)

gf(x)gofxgof(x) = g(f(x))

f(x) = : y = 2y = −8x + 3 −8x = 2y − 3
−8x + 3

2
−8x + 3

2
−→
×2

−→
−3

x = = y + (x) = x +− →−−
÷(−8) 2y − 3

−8
−1
4

3
8
−→

حالا
f −1 −1

4
3
8

14
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(ب

، براي دامنه و برد تابع وارون، داریم:  که با توجه به شرایط  و 

 

با رسم خطوط مماس بر منحنی  در نقاط  داریم:  23

y

x

A

B
C

 24
با توجه به دایرة مثلثاتی مقابل داریم:

3
π

6
π5

3

3
3

براي هر  و  از دامنۀ  داریم:  25

26

  27

در x=0 مشتق هاي راست و چپ برابر نیستند (نقطۀ گوشه)، بنابراین مشتق پذیر نیست.

g(x) = −5 − : y = −5 − → y + 5 = −3x + 1
− −−−−−

√ 3x + 1
− −−−−−

√ 3x + 1
− −−−−−

√

(y + 5 = (3x + 1) (y + 5 − 1 = 3x x = (y + 5 −− →−−−−−−

( )
y+5≤0
y≤−5

 x≥
−1
3

برسان2 بھ توان
)2 −→

−1
)2 −→

÷3 1
3

)2 1
3

(x) = (x + 5 −−→
حالا

g−1 1
3

)2 1
3

y ≤ −5x ≥
−1
3

= = (−∞,−5] , = = [− ,+∞)D
g−1 Rg R

g−1 Dg

1
3

fC ,B,A

→
A < B < Cشیب خط مماس در شیب خط مماس در شیب خط مماس در

(A) < (B) < (C)f ′ f ′ f ′

< α < ⇒ < α < π −
π

3
5π
6

π

3
π

6

< α < π − ⇒ tanα > tanα < −
π

3
π

6
3
−−

√ یا
3
−−

√

3

⇒ > < −
2m − 1

3
3
−−

√ یا
2m − 1

3

3
−−

√

3

⇒ 2m − 1 > 3 2m − 1 < −3
−−

√ یا 3
−−

√

⇒ m > m <
3 + 13

−−
√

2
یا

1 − 3
−−

√

2

x1x2fog

< g( ) > g( ) f(g( )) < f(g( ))x1 x2 − →−−−−−
gاکیداً نزولی

x1 x2 − →−−−−−
fاکیداً نزولی

x1 x2

< ⇒ fog( ) < fog( ) ⇒ fogx1 x2 x1 x2 اکیداً صعودی
: + 1 > ⇒ fog( + 1) > fog( ) ⇒ −a + 4 > 2a − می دانیم1 m2 m2 m2 m2

⇒ 4 + 1 > 2a + a ⇒ 3a < 5 ⇒ a <
5
3

y = y = = − y = −x3 − →−−−−−−−−−−
x→−x

yھا قرینھ نسبت بھ محور
(−x)3 x3 − →−−−−

x→x+2

واحد چپ2
(x + 2)3

y = f(x) = − + 5 ⇒ = 5 − y− →−−−−
واحد بالا5

(x + 2)3
(x + 2)3

⇒ x + 2 = ⇒ x + 2 = − ⇒ x = −2 −5 − y
− −−−−

√3 y − 5
− −−−−

√3 y − 5
− −−−−

√3

⇒ y = (x) = −2 −f −1 x − 5
− −−−−

√3

( ) = 2x = 0f ′ 0+

( ) = 2f ′ 0−
→ ( ) ≠ ( )f ′ 0+

f ′ 0−

15
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2

1

y

x

28

نکته:   
طبق نکتۀ فوق معادله را ساده می کنیم:

 

 

نکته:    ، 
طبق نکتۀ فوق معادله را تغییر شکل می دهیم:

 

 

29

کافی است که در هر مورد  را برحسب  پیدا کرده و  را با  و  را با  جایگزین کنیم. همچنین براي دامنه و برد تابع وارون از روابط  و 
بهره می بریم.

 و اما با توجه به خطی بودن تابع  می توان نوشت:

 

(x) = {f ′ 2
2x

x < 0
x > 0

cos 3x = 4 x − 3 cos xcos3

cos 3x = 4 x ⇒ 4 x − 3 cos x = 4 xcos2 cos3 cos2

⇒ 4 x − 4 x − 3 cos x = 0 ⇒ cos x(4 x − 4 cos x − 3) = 0cos3 cos2 cos2

⇒ 1) cos x = 0 = cos ⇒ x = kπ + (k ∈ Z)
π

2
π

2
2) 4 x − 4 cos x − 3 = 0 ⇒ = = 8cos2 Δ

−−
√ 16 + 48 = 64

− −−−−−−−−−−
√

⇒ cos x =

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

= →
4+8

8
3
2

نا ممکن است.

= ⇒ cos x = cos( ) ⇒ x = 2kπ ± (k ∈ Z)
4−8

8
−1
2

2π
3

2π
3

sin 3x = 3 sin x − 4 xsin31 − cos 2x = 2 xsin2

3 sin x − 4 x + 2 cos 2x = 2 ⇒ 3 sin x − 4 x = 2 − 2cos2x = 2(1 − cos 2x) (∗)sin3 sin3

⇒ 3 sin x − 4 x = 2 × 2 x ⇒ 4 x + 4 x − 3 sin x = 0sin3 sin2 sin3 sin2

⇒ sin x(4 x + 4 sin x − 3) = 0sin2

⇒ 1) sin x = 0 = sin(0) ⇒ x = kπ (k ∈ Z)

2) 4 x + 4 sin x − 3 = 0 ⇒ (2 sin x + 3)(2 sin x − 1) = 0 ⇒sin2
⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

sin x = →
−3
2

ناممکن است.

sin x =
1
2

⇒ sin x = = sin( ) ⇒ x =
1
2

π

6

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

2kπ + (k ∈ Z)π

6

2kπ + (k ∈ Z)
5π
6

xyyxx(x)f −1=D
f−1 Rf=R

f−1 Df

f(x) = x + 3 → y = x + 3 y − 3 = x −2y + 6 = x
−1
2

−1
2

−→
−3 −1

2
− →−−
×(−2)

(x) = −2x + 6−→
حالا

f −1

= R = , = R =Df R
f−1 Rf D

f−1

g(x) = 1 + → y = 1 + y − 1 = (y − 1 = x − 2x − 2
− −−−−

√ x − 2
− −−−−

√ −→
−1

x − 2
− −−−−

√ − →−−−
(x≥2)

2 بھ توان
)2

→ x = (y − 1 + 2 (x) = (x − 1 + 2)2 −→− f −1 )2

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

: x − 2 ≥ 0 → x ≥ 2 → = [2, +∞) =Df برای Df R
f−1

: y = 1 + → min(y) = 1 + 0 = 1 → y ≥ 1 → = [1, +∞) =Rf برای x − 2
− −−−−

√
  
min=0

Rf D
f−1

16
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  است، به دلیل یک به یک نبودن روي دامنۀ خود  وارون پذیر نخواهد بود.

x

y

1
تابع  که معرف یک سهمی به شکل

پرسش: آیا راهی است که تابع  را تبدیل به یک تابع وارون پذیر کند؟!

پاسخ: آري. با توجه به نمودار فوق اگر چناچه دامنۀ تابع را به یکی از دو فاصلۀ  یا  محدود کنیم تابع، یک به یک و وارون پذیر می شود. مثلاً:

 

مرکز دایره و بیضی   30

  

  

  

    

 از آن جا که بیضی افقی است داریم:

 

 31

براي رسم نمودار  تابع ابتدا نمودار  را رسم می کنیم، سپس آن را یک واحد به بالا انتقال می دهیم.
تابع اکیداً صعودي است.

y

x1_

1

32

h(x) = + 1x2( = R)Dh

h(x) = + 1x2

[0, +∞)(−∞, 0]

h(x) = + 1 , = [0, +∞) → y = + 1 = y − 1 x =x2 Dh x2 −→
−1

x2 − →−−−
y≥1

جذر بگیر
y − 1
− −−−−

√

(x) = ; = [1, +∞) = , = = [0, +∞)−→
حالا

h−1 x − 1
− −−−−

√ D
h−1 Rh R

h−1 Dh

+ + 2x = 8 ⇒ O(−1, 0)x2 y 2

R = =
1
2

+ − 4(−8)22 02− −−−−−−−−−−−−
√ 1

2
36
−−

√ ⇒ R = 3 ⇒ 2R = 6 طول قطر دایره:

A = 6 + 2 = قطر بزرگ بیضی8 A′ ⇒ 2a = 8 ⇒ a = 4

B = 6 − 2 = قطر کوچک بیضی4 B′ ⇒ 2b = 4 ⇒ b = 2

: = از طرفی+ a2 b2 c2 ⇒ 16 = 4 + c2 ⇒ = 12c2 ⇒ c = 2 3
−−

√ ⇒ F = 2c = 4 :F ′ 3
−−

√ فاصلۀ کانونی بیضی

A
∣

∣
∣
α + a

β
⇒ A

∣

∣
∣
−1 + 4
0

⇒ A
∣

∣
∣

3
0

A′ ∣

∣
∣
α − a

β
⇒ A′ ∣

∣
∣
−1 − 4
0

⇒ A
∣

∣
∣
−5
0

F
∣

∣
∣
α + c

β
⇒ F

∣

∣

∣
∣
−1 + 2 3

−−
√

0

F ′ ∣

∣
∣
α − c

β
⇒ F

∣

∣

∣
∣
−1 − 2 3

−−
√

0

B
∣

∣
∣
α

β + b
⇒ B

∣

∣
∣
−1
2

B′ ∣

∣
∣
α

β − b
⇒ B′ ∣

∣
∣
−1
−2

e = = = :
c

a

2 3
−−

√

4

3
−−

√

2
خروج از مرکز بیضی

y = x3

17
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33

ابتدا تمام جملات را بر  تقسیم می کنیم.

 

 34

توجه کنید که  و  و  است.

 طول قطر کوچک

 قطر بزرگ 

35

4
آبی2

قرمز
=

2
1

2
1

ظرف

2ظرف

1

5
آبی4

قرمز

دو توپ ھمرنگ نباشد

=دو توپ ھمرنگ نباشد

) ) ) )
) )

) ) ) )
) )

4
1 1

2

2
6

1
5 4

1

2
9

=

=

15
8

36
20 = 9

5

  

36

=16
احتمال آبی بودن11

3
1

3
1

3
1

ظرف اول

ظرف دوم

ظرف سوم

5
آبی11

قرمز

9
3

آبی
قرمز

فقط آبی

احتمال آبی بودن

احتمال آبی بودن

=12
9

=1

= 4
3

  

(−1) =f ′ lim
x→−1

f(x) − f(−1)
x + 1

= =lim
x→−1

− 2 − (−3)x3

x + 1
lim
x→−1

+ 1x3

x + 1
= = 1 + 1 + 1 = 3lim

x→−1

(x + 1)( + 1 − x)x2

(x + 1)

4

4 + 4 − 4x + 8y = 10 ⇒ + − x + 2y =x2 y 2 x2 y 2 5
2

→ − x + + 2y = → (x − − + (y + 1 − 1 =x2 y 2 5
2

1
2
)2 1

4
)2 5

2

→ (x − 1 + (y + 1 = → C , R =)2 )2 15
4

∣

∣
∣

1
−1

15
−−

√

2

AF = a − cOB = bO = aA′

= 3 → OB ⋅ O = 3 × OB ⋅ AFS
OBA′
△ S

BAF
△

1
2

A′ 1
2

→ O = 3AF → a = 3(a − c) → a = 3a − 3c → 2a = 3c → a = cA′ 3
2

e = → e = → e =
c

a

c

c
3
2

2
3

= 4 → 2b = 4 → b = 2

= − → = − 4 → 4 = → 5 = 16c2 a2 b2 c2 9
4
c2 5

4
c2 c2

→ = → c = = a = × =c2 16
5

4

5
−−

√

4 5
−−

√

5
− →−−

a= c
3
2 3

2

4 5
−−

√

5

6 5
−−

√

5

= 2a =
12 5

−−
√

5
→

P(دو توپ ھمرنگ نباشند) = × ( + ) = × ( ) =
1
2

8
15

5
9

1
2

24 + 25
45

49
90

P( ) = × + × + × 1 = + + = آبی بودن=
1
3

11
16

1
3

3
4

1
3

11
48

1
4

1
3

11 + 12 + 16
48

39
48

18

ریاضی (تجربی) دوازدهم



فاصلۀ مرکز دایره تا خط مماس بر دایره، برابر شعاع دایره است.  37

H

C
0
3

R

3 x_ 4 y_3 = 0

 :پس

38

39

طول نقطۀ بحرانی 

 مطلق   ,    مطلق

40

در  مینیمم نسبی و مینیمم مطلق دارد.

در  ماکزیمم نسبی دارد.

در  مینیمم نسبی دارد.

در  مینیمم نسبی دارد.

y

xa b c d e g

  در کل بازة  ماکزیمم مطلق، هم ماکزیمم نسبی و هم مینیمم نسبی دارد.

در  ماکزیمم مطلق دارد.

41

 (الف

 

نقطۀ  نقطۀ ماکزیمم نسبی تابع است.

  (ب

R = CH = = = 3
|0 − 12 − 3|

9 + 16
− −−−−−

√

15
5

+ (y − 3 = 9
⎧

⎩
⎨
⎪

⎪
C

∣

∣
∣

0
3

R = 3
− →−−−−−−−−−−−
(x−α +(y−β =)2 )2 R2

x2 )2

+ 2x + + 2y − 8 = 0 → (x + 1 − 1 + (y + 1 − 1 − 8 = 0x2 y 2 )2 )2

→ (x + 1 + (y + 1 = 10 →)2 )2

⎧

⎩
⎨
⎪⎪

⎪⎪

C
∣

∣
∣
−1
−1

R = 10
−−

√

f(x) = − + 6x − 2 , x ∈ [−2, 5]x2

(x) = −2x + 6 = 0 ⇒ x = 3f ′

x = −2 → f(−2) = −4 − 12 − 2 = −18

x = 3 → f(3) = −9 + 18 − 2 = 7

x = 5 → f(5) = −25 + 30 − 2 = 3

max = 7min = −18

x = b

x = c

x = d

x = e

(e, g)

x = g

f(x) = , 1 − ≥ 0 ⇒ ≤ 1 ⇒ −1 ≤ x ≤ 1 ⇒ = [−1, 1]1 − x2
− −−−−

√ x2 x2 Df

(x) = = = 0 ⇒ x = 0 → f(0) = 1f ′ −2x

2 1 − x2
− −−−−

√

−x

1 − x2
− −−−−

√

(0, 1)

x

(x) =f ′ −x

1 − x2
− −−−−

√

f(x)

−1

0

+

↗

0

0

1

−

↘

1

0

f(x) = , 2x − ≥ 0 ⇒ 0 ≤ x ≤ 2 ⇒ = [0, 2]2x − x2
− −−−−−

√ x2 Df

19

ریاضی (تجربی) دوازدهم



 

نقطۀ  نقطۀ ماکزیمم نسبی تابع است.

42

 ریشه ندارد. 

 تابع  در کل  پیوسته و مشتق پذیر است.

 علامت مشتق فقط به صورت آن بستگی دارد.

 تابع در بازة  اکیداً نزولی و در بازة  اکیداً صعودي است.

43

 (الف

 چون مشتق همواره منفی است پس تابع در کل  اکیداً نزولی می باشد.

  (ب

 چون مشتق در بازة  همواره مثبت است، پس تابع در دامنه اش یعنی  اکیداً صعودي است.

حجم حاصل استوانه اي خالی از دو مخروط می باشد.  44

d

BC

A

B´C´ K

LL´

H3 3

 

 

 نکته: حجم استوانه به شعاع  و ارتفاع  برابر با  است و حجم مخروط به شعاع  و ارتفاع  برابر است با: 

یک روش براي یافتن دامنۀ تابع ترکیب  استفاده از رابطۀ  است.  براي استفاده از این روش ابتدا باید دامنۀ توابع   و  را به دست آوریم. داریم:  45

 حالا در این مرحله مجموعه جواب نامعادلۀ  را یافته و اشتراك آن با  را به عنوان دامنۀ  معرفی می کنیم. داریم:

(x) = = = 0 ⇒ 1 − x = 0 ⇒ x = 1 ⇒ f(1) = 1f ′ 2 − 2x

2 2x − x2
− −−−−−

√

1 − x

2x − x2
− −−−−−

√

(1, 1)

x

(x) =f ′
1 − x

2x − x2
− −−−−−

√

f(x)

0

0

+

↗

1

0

1

−

↘

2

0

→ = RDff(x) = , + 4 = 0
−1
+ 4x2

x2

fR

(x) = = , 2x = 0 ⇒ x = 0 ⇒ f(0) =f ′ 0 − 2x × (−1)
( + 4x2 )2

2x
( + 4x2 )2

−1
4

x

(x) =f ′
2x

( + 4x2 )2

f(x)

−∞

0

−

↘

0

0

−
1
4

+

↗

+∞

0

(−∞, 0][0, +∞)

f(x) = −5x + 2 , = R ⇒ (x) = −5 < 0Df f ′

R

f(x) = , = [3, +∞)x − 3
− −−−−

√ Df

(x) = > 0f ′ 1

2 x − 3
− −−−−

√

(3, +∞)= [3, +∞)Df

AH = sin × AC = × 2 = 360∘
3
−−

√

2
3
−−

√

⇒ BL = L = CL = = 3B′ C ′L′

V = − 2 ×V استوانھ V مخروط

V = π × × 2 − 2 × π × × = 18 π − 6 π32 3
−−

√
1
3

32 3
−−

√ 3
−−

√ 3
−−

√

⇒ V = 12 π3
−−

√

rhπ hr2rhπ h
1
3

r2

fog= {x ∈ |g(x) ∈ }Dfog Dg Dffg

f : 1 − 2x ≥ 0 → 2x ≤ 1 → x ≤ → = (−∞, ]
1
2

Df

1
2

g : x + 2 ≠ 0 → x ≠ −2 → = R − {−2}Dg

⎫

⎭
⎬
⎪

⎪

→ = {x ∈ |g(x) ∈ } = {x ∈ R − {−2}| ≤ } =?Dfog Dg Df

1 − 3x
x + 2

1
2

≤
1 − 3x
x + 2

1
2

R − {−2}fog

20
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ها را هاي منفی قرار دارد را حذف کرده و قرینۀ قسمت باقی مانده نسبت به محور  براي رسم نمودار  از روي نمودار  کافی است آن قسمت از نمودار  که در   46

ها را به خود نمودار اضافه کنیم؛ داریم: هاي منفی تعریف نمی شود و لذا تنها کافی است که قرینۀ خود نمودار نسبت به محور  به جاي آن قرار دهیم. در این جا، نمودار  براي 
y y

x x

y x= y x=

47

48

y

0

t

x

y

0

h

b
x

y

0

g

x

y

0

f

a
x

y

0
g´

x

4( (

y

0
f´

x

3( (

y

0

t´

x

2( (

y

0

h´

x

1( (

) است. در تابع  براي  شیب خط مماس یعنی مشتق مثبت است و براي  شیب خط مماس یعنی مشتق منفی است، پس نمودار  نمودار شمارة (

) است. در تابع  براي  شیب خط مماس یعنی مشتق منفی است و براي  شیب خط تابع  تابع ثابت است و مشتق آن در تمام نقاط صفر است، پس نمودار  نمودار شمارة (

) است. مماس یعنی مشتق مثبت است، پس نمودار  نمودار شمارة (

) است. تابع  تابعی خطی با شیب منفی است، پس مشتق آن در تمام نقاط یک عدد ثابت منفی است. پس نمودار  نمودار شمارة (
49

 

 

 پ) تابع  در بازه هاي  و  اکیداً نزولی است.
الف)  50

هاي آن  قرار دهیم. دیگر اینکه از رابطۀ براي محاسبۀ  دو راه پیش رو داریم. یکی اینکه تابع مرکب  را محاسبه کرده و وارون آن را بیابیم و در نهایت به جاي 

− ≤ 0 → ≤ 0 → ≤ 0
1 − 3x
x + 2

1
2

2 − 6x − x − 2
2x + 4

−7x
2x + 4

⇒ = x ≥ 0 , x < −2
x

−7x
2x + 4

−

−2

ت.ن +

0

−
مجموعھ جواب

= (−∞,−2) ∪ [0, +∞)− →−−−−
R−{−2}

اشتراک با
Dfog

y = f(|x|)y = f(x)fxy

y = x−−√xy

(f + g (1) = (1) + (1) = 3 + 5 = 8)′ f
′

g
′

(3f + 2g (1) = 3 (1) + 2 (1) = 3 × 3 + 2 × 5 = 19)′ f ′ g′

f(−∞, a)(a, +∞)f ′3

gg′4h(−∞, b)(b, +∞)

h′1

t( )t′2

(−∞,−3] ⇒ , (−∞, 0] اکیداً صعودی⇒ صعودی الف)

[−3, +∞) ⇒ , [0, +∞) ⇒ , R صعودی⇒ اکیداً صعودی صعودی

(∞, 0] ⇒ , [−2, 0] نزولی⇒ اکیداً نزولی ب)

h(−∞, 0)(0, +∞)

(fog (5))−1fogx5
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هایش  قرار دهیم. ما هردو راهکار را انجام ، تابع مرکب  را محاسبه کرده و به جاي   استفاده کرده و با توجه به تابع وارون هاي  و 
می دهیم:

روش اول:

حال، روش دوم را نیز امتحان می کنیم:

حال، با توجه به ضابطه هاي  و  موارد (ب) و (پ) را به راحتی می توانیم محاسبه کنیم:

(ب  

(پ

 همانطور که می بینید جواب هاي موارد (الف) و (پ) یکی هستند!

ابتدا به نمودار تابع  در بازة  توجه کنید:  51

2
π

π

2
π3 π2

2
π

π

2
π3π2

y

x

1

1_

_

_

__

) متعلق به تابع (پ) و ) مربوط به تابع (ب)، نمودار ( ) مربوط به تابع (الف)، نمودار ( با توجه به این نمودار و دورة تناوب هر تابع و نیز برد آن ها به راحتی می توانیم تشخیص دهیم که نمودار (

) متعلق به تابع (ت) می باشد. بالاخره نمودار (

(الف  طول هر نقطه از نمودار  را برابر و عرض آن ها را  برابرمی کنیم. 

(ب طول هر نقطه از نمودار  را  برابر و عرض آن ها را  برابر می کنیم. 

(پ با ثابت ماندن عرض هر نقطه از نمودار  باید طول هریک را  برابر کرد. 

(ت  طول هر نقطه را نصف و عرض را قرینه می کنیم. 

 52

در هر مورد، تابع مرکب را محاسبه می کنیم تا ببینیم حاصل کدام برابر  می شود.

(الف 

(fog (x) = ( o )(x))−1 g−1 f −1f −1g−1og−1 f −1x5

→ fog(x) = f(g(x)) = f( ) = − 3 → fog(x) = − 3
⎧

⎩
⎨
⎪⎪

⎪⎪

f(x) = x − 3
1
8

g(x) = x3

x3 1
8
x3 1

8
x3

y = − 3 = y + 3 = 8y + 24− →−−−−−−−−−
(fog 1−(حالا محاسبۀ 1

8
x3 −→

+3 1
8
x3 −→

×8
x3

x = → (fog (x) = (fog (5) = = = = 4− →−−−−−
ریشۀ سوم بگیر⋅

8y + 24
− −−−−−

√3 )−1 8x + 24
− −−−−−−

√3 − →−−
x=5

قرار بده
)−1 40 + 24

− −−−−−−
√3 64

−−
√3 43

−−
√3

⎧

⎩
⎨
⎪⎪

⎪⎪

f(x) = x − 3 → y = x − 3 → x = y + 3 → x = 8y + 24 → (x) = 8x + 24
1
8

1
8

1
8

f −1

g(x) = → y = → x = → (x) =x3 x3 y−−√3 g−1 x−−√
3

(fog (x) = ( o )(x) = ( (x)) = (8x + 24) =− →−−−−
حالا می نویسیم

)−1 g−1 f −1 g−1 f −1 g−1 8x + 24
− −−−−−−

√3

(fog (5) = = = = 4− →−−
x=5

قرار بده
)−1 40 + 24

− −−−−−−
√3 64

−−
√3 43

−−
√3

f −1g−1

( o )(6) = ( (6)) (72) = 8(72) + 24 = 600f −1 f −1 f −1 f −1 − →−−−−−−−−−−
(6)=48+24=72f−1

(x)=8x+24f−1

f −1

( o )(5) = ( (5)) (64) = = 4g−1 f −1 g−1 f −1 − →−−−−−−−−−−
(5)=40+24=64f−1

(x)=8x+24f−1

g−1 64
−−

√3

y = cos x[−2π, 2π]

412

3

y = cos x−2
−1
2

y = − cos(− x) →
1
2

1
2

y = cos x
1
2

2y = 2 cos 2x →

y = cos x2y = cos( x) →
1
2

y = −cos 2x →

h(x)

{ →
f(x) = x−−√

5

g(x) = 3 − 4x + 1x2

⎧

⎩⎨
⎪

⎪
fog(x) = f(g(x)) = f(3 − 4x + 1) = ≠ h(x)x2 3 − 4x + 1x2

− −−−−−−−−−−
√5

gof(x) = g(f(x)) = g( ) = 3 − 4 + 1 ≠ h(x)x−−√
5 x2

−−√5 x−−√
5
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(ب  

،  و  دامنه اي به صورت  داشته اما بردشان تفاوت دارد. در حقیقت با توجه به برد تابع پایۀ  ، هر چهار نمودار   53

، که فاصلۀ بستۀ  است، برد تابع  براي  به صورت  و براي  به صورت  بوده و شکل نمودار براي  کشیده تر و براي

ها خواهد بود. حالا بهتر است که نمودار این چهار تابع را در کنار هاي منفی نمودار دقیقاً قرینه نمودار  نسبت به محور   بسته تر خواهد شد. حواستان باشد که براي 
هم رسم کنیم تا موضوع بهتر درك شود:

ππ

y

x

2

2

ππ

y

x

1

1

ππ

y

x
1
2

1
2

ππ

y

x

2

2

y x=sin

y x= sin

2y x= sin

2y x= sin

_

_

_

_

__

_

_

_

1
2

π
2

π
2

π
2

π
2

π
2

_π
2

_

π
2

_

π
2

_

ابتدا نمودار تابع   را به کمک انتقال نمودار نام آشناي  رسم می کنیم:  54

x

y

2
x

y

31

1
2

واحد بھ
سمت راست

2

y x= y x= 2_

1 (( ,1
3 (( ,1

ها قرینه می کنیم: ، نمودار  را نسبت به محور  حالا براي رسم 

2
x

y

g x= 2__

2_

x( (

، می بایستی عرض هر نقطه از نمودار  را (با ثابت ماندن طول) نصف کنیم. به همین منوال اگر عرض نقاط را با ثابت ماندن طول آن ها در  و براي رسم نمودار 

ضرب کنیم به نمودار  می رسیم:

{ → {
k(x) = x5

l(x) = 3 − 4x + 1x2

kol(x) = k(l(x)) = k(3 − 4x + 1) = (3 − 4x + 1 = h(x)x2 x2 )5

lok(x) = l(k(x)) = l( ) = 3 − 4 + 1 ≠ h(x)x5 x10 x5

y = sin xy = 2 sin xy = −2 sin xy = sin x
1
2

[−π, π]

y = sin x[−1, 1]y = r sin xr > 0[−r, r]r < 0[r, −r]|r| > 1

0 < |r| < 1ry = |r| sin xx

y = |x − 2|y = |x|

y = −|x − 2|y = |x − 2|x

y = |x − 2|
1
2

y = |x − 2|
−1
3

y = |x − 2|
−1
3
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2
x

y

31

1

2
x

y

31

x= 2_
2
1

x= 2_1
3

1 (( ,

3 (( , 1
3

2
1 (( , 2

13

(( , 1
3

1

2
1

1
3

_

_ _

h x( (
k x( (

هر دو نمودار را با توجه به نمودار تابع  (به عنوان پایه) و به کمک انتقال نمودارها رسم کرده و دامنه و برد هرکدام را مشخص می کنیم:  55
الف)

x

y

x

y

1 x

y

1
1

واحد بھ
راستسمت

1 واحد بھ
سمت پایین

1
α

β
y x= 3 y x= 1 (( _ 3

y x= 1(( 31

-

- -

ب)

x

y

x

y

2_
x

y

2_

2_

y x= 3 y x= 2 (( + 3
y x= 2 (( + 3_ 2

2
α

βبھواحد
چپسمت

بھواحد2
پایینسمت

ها تمام محورها را پوشش می دهد. ها و   این نمودارها به ما می گویند که دامنه و برد هر دو تابع مجموعۀ  است چرا که تصویر نمودار روي محور 
و اما براي یافتن محل تلاقی نمودارها با محورهاي مختصات اینگونه عمل می کنیم:

56

57

y = x3

Rxy

}الف
x = 0 → y = (0 − 1 − 1 = −2 = β)3

y = 0 → (x − 1 − 1 = 0 → (x − 1 = 1 → x − 1 = 1 → x = 2 = α)3 )3

ب

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

x = 0 → y = (0 + 2 − 2 = 8 − 2 = 6 =)3 α
′

y = 0 → (x + 2 − 2 = 0 → (x + 2 = 2)3 )3

→ x + 2 = → x = − 2 =2
−−

√3 2
−−

√3 β
′

f(x) = = (− x) =lim
x→±∞

lim
x→±∞

5x6

−3x5
lim

x→±∞

5
3

⎧

⎩
⎨
⎪⎪

⎪⎪

x = −∞lim
x→+∞

−5
3

x = +∞lim
x→−∞

−5
3
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sin افزایش tan

cos
O

ta
n

ta
n

ta
n

π 3

π 4
π
6

π
4

π
3

π 3

الف) با رسم  و قرینه کردن قسمت هاي زیر محور طول ها نسبت به این محور خواهیم داشت:  58

π π2π-π-2

y

3

1

π-3
x

π π4

y= sin x

ب)  کافی است نمودار  را رسم کرده و سپس طول نقاط را در  ضرب کرده  و سپس نقاط با عرض منفی را نسبت به محور طول ها قرینه کنیم  تا به نمودار زیر

برسیم:

π-2 π-1/5 π-1 π-0/5 π0/5 π1 π1/5 π2

0/5

1
y= cos x2

x

y

تابع  در کل  مشتق پذیر است.  59

 

نقطۀ  مینیمم نسبی و نقطۀ   ماکزیمم نسبی است.

60

x

y
4

 

   محیط

y = sin x

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

T = π

max = 1
min = 0

y = cos x
1
2

(cos 2x)| cos 2x|

x = 0, , π, , 2π, ⋯ → y = 1 ⇒ T =
π

2
3π
2

π

2

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

T =
π

2
max = 1
min = 0

fR

f(x) = − + 6 − 2x3 x2

(x) = −3 + 12x = 0 ⇒ −3x(x − 4) = 0 ⇒ x = 0 , x = 4f ′ x2

x = 0 ⇒ f(0) = −2 , x = 4 ⇒ f(4) = −64 + 96 − 2 = 30

x

(x) = −3 + 12xf ′ x2
−∞

−

↘

0
0
−2

+

↗

4
0

30
−

↘

+∞

(0, −2)(4, 30)

+ = ⇒ = 16 − ⇒ y =x2 y 2 42
y 2 x2 16 − x2

− −−−−−
√

≥ 0 ⇒ 16 − ≥ 0 ⇒ ≤ 16 ⇒ −4 ≤ x ≤ 4y 2 x2 x2

x ≥ 0 ⇒ 0 ≤ x ≤ 4

= P = 2(x + y) = 2x + 2 , 0 ≤ x ≤ 416 − x2
− −−−−−

√

= 2 + 2 × = 2 − = = 0P ′ −2x

2 16 − x2
− −−−−−

√

2x

16 − x2
− −−−−−

√

2 − 2x16 − x2
− −−−−−

√

16 − x2
− −−−−−

√
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61

کل بازة  ماکزیمم مطلق، ماکزیمم نسبی و مینیمم نسبی است.

 نقطۀ ماکزیمم نسبی است.

 نقطۀ مینیمم نسبی و مطلق است.

 نقطۀ ماکزیمم نسبی است.

xکل بازة  هم ماکزیمم نسبی و هم مینیمم نسبی است.

y

a b c d e

باید نامعادلۀ  را حل کنیم، که داریم:  62

63

64

65

 تابع در  مشتق ناپذیر است.

⇒ 2 − 2x = 0 ⇒ = x ⇒ 16 − =16 − x2
− −−−−−

√ 16 − x2
− −−−−−

√ x2 x2

⇒ 2 = 16 ⇒ = 8 ⇒ x = 2x2 x2 2
−−

√

x = 0 ⇒ P = 0 + 8 = 8 , x = 4 ⇒ P = 8 + 0 = 8

x = 2 ⇒ P = 4 + 2 = 4 + 2 × 2 = 82
−−

√ 2
−−

√ 16 − 8
− −−−−−

√ 2
−−

√ 2
−−

√ 2
−−

√

= 8Pmax 2
−−

√

(a, b)

x = b

x = c

x = d

(d, e)

f(x) < −10000

f(x) < −10000 ⇒ < −10000 x + 5 > −
1

x + 5
− →−−−
x+5<0

x<−5 1
10000

⇒ x > −5 − 0٫0001 ⇒ x > −5٫0001, x < −5 ⇒ −5٫0001 < x < −5

f(x) = ( − 4) [x + 1] , f(2) = 0x2

(2) = = = (x + 2) [x + 1]f ′ lim
x→2

f(x) − f(2)
x − 2

lim
x→2

(x − 2)(x + 2) [x + 1] − 0
x − 2

lim
x→2

(2) = (x + 2) [x + 1] = 4 [ ] = 4 × 2 = 8f ′
− lim

x→2−
3−

(2) = (x + 2) [x + 1] = 4 [ ] = 4 × 3 = 12f ′
+ lim

x→2+
3+

(2) + + (2) = 8 + 12 = 20f ′
− f ′

f(x) = (1 − x) [x] − |x − 1| f(1) = 0

(1) = =f ′ lim
x→1

f(x) − f(1)
x − 1

lim
x→1

(1 − x) [x] − |x − 1| − 0
x − 1

(1) = = = = 1f ′
− lim

x→1−

(1 − x) [x] − (x − 1)
x − 1

lim
x→1−

(1 − x) × 0 + |x − 1|
x − 1

lim
x→1−

x − 1
x − 1

(1) = = =f ′
+ lim

x→1+

(1 − x) [x] − |x − 1|
x − 1

lim
x→1+

(1 − x) × 1 − |x − 1|
x − 1

lim
x→1+

1 − x − x + 1
x − 1

= = = −2 → (1) + (1) = −2 + 1 = −1lim
x→1+

2 − 2x
x − 1

f ′
+ f ′

−

f(x) = , f(−2) = 0|x + 2|
− −−−−−

√

(−2) = = ×f ′ lim
x→−2

f(x) − f(−2)
x − (−2)

lim
x→−2

− 0|x + 2|
− −−−−−

√

x + 2

|x + 2|
− −−−−−

√

|x + 2|
− −−−−−

√

= lim
x→−2

|x + 2|

(x + 2) |x + 2|
− −−−−−

√

(−2) = = = = −∞f ′
− lim

x→(−2)−

−(x + 2)

(x + 2) |x + 2|
− −−−−−

√
lim

x→(−2)−

−1

|x + 2|
− −−−−−

√

−1

0+

(−2) = = = = +∞f ′
+ lim

x→(−2)+

x + 2

(x + 2) |x + 2|
− −−−−−

√
lim

x→(−2)+

1

|x + 2|
− −−−−−

√

1

0+

x = −2
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66

67

68

با توجه به قاعدة پرتوان:  داریم:  69

 

70

در کل باید  باشد.

در دایرة مثلثاتی مقابل باید زوایایی را بیابیم که تانژانت آنها کوچک تر یا مساوي  است.  71

4
π3

1

2
π

4
π7

2
π3

72

f(x) = + 1 ⇒ (x) = 2xx2 f ′

g(x) = ⇒ (x) =x−−√ g′
1

2 x−−√

(gof (0) = (0) (f(0)) = 0 × (1) = 0 × = 0)′ f ′ g′ g′
1
2

f(x) = g( + x) ⇒ (x) = (2x + 1) ⋅ ( + x)x2 f ′ g′ x2

x = 2 ⇒ (2) = 5 (6) ⇒ 5 = 5 (6) ⇒ (6) = 1f ′ g′ g′ g′

f(x) = x ⇒ f(4) = 4x − 3
− −−−−

√

(x) = + × x = +f ′ x − 3
− −−−−

√
1

2 x − 3
− −−−−

√
x − 3
− −−−−

√
x

2 x − 3
− −−−−

√

(4) = 1 + = 3f ′ 4
2

⇒ شیب خط مماس = 3

m = 3 , A(4, 4) → y − 4 = 3(x − 4) ⇒ y = 3x − 8

a + b + ⋯ x ±∞ axn xn−1 −→
∼

xn

= −2lim
x→±∞

2 + m + − 1xn x3 x2

4 + − 3x3 x2

1 ) n < 3 ⇒ = = −2 ⇒ m = −8 ⇒ n < 3 , m = حالت8− lim
x→±∞

mx3

4x3

m

4
جواب

2 ) n = 3 ⇒ = = = حالت 2− lim
x→±∞

2 + mx3 x3

4x3
lim

x→±∞

(2 + m) x3

4x3

2 + m

4

⇒ 2 + m = −8 ⇒ m = −10 ⇒ n = 3 , m = −10 جواب

3 ) n > 3 ⇒ = ±∞ حالت→ lim
x→±∞

2xn

4x3
غیرقابل قبول

m + + 4x + 4 − 7x = ((m + 1) − 3x + 4) = +∞lim
x→−∞

x2 x2 lim
x→−∞

x2

1 ) m = −1 ⇒ (−3x + 4) = (−3x) = −3 (−∞) = حالت∞+ lim
x→−∞

lim
x→−∞

قابل قبول است.

2 ) m ≠ −1 ⇒ ((m + 1) − 3x + 4) = (m + 1) = (m + حالت(1 lim
x→−∞

x2 lim
x→−∞

x2 (−∞)2

⇒ (m + 1) (+∞) = +∞ ⇒ m + 1 > 0 ⇒ m > −1
m ≥ −1

−1

tanα ≤ −1 ⇒ < α ≤ < α ≤
π

2
3π
4

یا
3π
2

7π
4
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2
π π

2
π3

π2

y

x

1

1-
2
π π

4
π3

y

x

1

1-
4
π

2
π π4

π3

y

x

1

1-

4
π

y sin x y sin x2

y sin x2

y f ( x1 (

x

y

1 2

1

2

3 41
1

5 6234

3

x

y

1 2
1

2

3 41

1

5234

3

2

3

6

2 y f ( x1 (2

logy = 2( (x+1

 اکیداً صعودي     ،    اکیداً نزولی 

73

 براي رسم  از روي  باید مراحل زیر را انجام دهیم:

 را  واحد به چپ منتقل می کنیم.

 در نمودار حاصل طول نقاط را بر  تقسیم می کنیم.

ها قرینه می کنیم.  سپس نمودار حاصل را نسبت به محور 

 نمودار حاصل را در راستاي عمودي با ضریب  منبسط می کنیم.

 در نهایت نمودار حاصل را  واحد به بالا منتقل می کنیم.

ها قرینه می کنیم. ، در نمودار  ابتدا طول نقاط را بر  تقسیم کرده و سپس نمودار حاصل را نسبت به محور  براي رسم   74

ها قرینه می کنیم. ، در نمودار  طول نقاط را بر  تقسیم می کنیم (در  ضرب می کنیم) و سپس نمودار حاصل را نسبت به محور  براي رسم   75

 76

ها قرینه کنیم. ، باید نمودار تابع  را نسبت به محور  براي رسم نمودار تابع 

[0, +∞) →(−1, 0] →

f(x) = y = (x + 4 y = (3x + 4x2
− →−−−
x→x+4

)2
− →−−
x→3x

)2

y = −(3x + 4 y = −2(3x + 4 y = −2(3x + 4 + 5− →−−−−−
xھا بھ محور

قرینھ نسبت
)2 − →−−−−−−

2 ضریب

انبساط عمودی با
)2 − →−−−−

واحد بالا5
)2

gf

f − 14

−23

−3x

−42

−55

y = − sin 2xy = sin x2x

y = −f( x)
1
2

y = f(x)
1
2

2x

y = f(−x)y = f(x)y

28

ریاضی (تجربی) دوازدهم



1
2
3
4

1-2-
x

y

xy= f (- (

ها قرینه کنیم. براي رسم نمودار تابع  باید نمودار تابع  را نسبت به محور 

1
2
3
4-

-
-
-

1 2 3
x

y

xy = f (- (

ها قرینه کنیم که نتیجۀ آن این است که نمودار تابع  ها و سپس نسبت به محور  براي رسم نمودار تابع  باید نمودار تابع  را نسبت به محور 
نسبت به مبدأ مختصات قرینه می شود.

1
2
3
4-

-
-
-

1-2-
x

y

xy= f (- (-

77

با فرض  و  داریم:

با فرض  و  داریم:

 

با فرض  و  داریم:

78

y = −f(x)y = f(x)x

y = −f(−x)y = f(x)xyy = f(x)

f(x) = 3 + x2
− −−−−

√g(x) = x2

⇒ = = = +∞
f(x) = = > 0lim

x→0
lim
x→0

3 + x2
− −−−−

√ 3
−−

√

g(x) = = 0 , g(x) = ≥ 0lim
x→0

lim
x→0

x2 x2

⎫

⎭
⎬
⎪⎪

⎪⎪
lim
x→0

f(x)

g(x)
lim
x→0

3 + x2
− −−−−

√

x2

3
−−

√

0+

f(x) = 1g(x) = (x − 2)4

f(x) = 1 = 1 > 0lim
x→2

lim
x→2

g(x) = (x − 2 = 0 , g(x) = (x − 2 ≥ 0lim
x→2

lim
x→2

)4 )4

⎫

⎭
⎬
⎪

⎪

⇒ = = = +∞lim
x→2

f(x)

g(x)
lim
x→2

1
(x − 2)4

1

0+

f(x) = |5 − x|g(x) = |2 + x|

⇒ =

f(x) = |5 − x| = |5 − (−2)| = 7lim
x→−2

lim
x→−2

g(x) = |2 + x| = 0 , g(x) = |2 + x| ≥ 0lim
x→−2

lim
x→−2

⎫

⎭
⎬
⎪

⎪
lim
x→−2

f(x)

g(x)
lim
x→−2

|5 − x|

|2 + x|

= = +∞
7

0+

f(x) = (4x − 1) ⇒ (x) = 4 + 3 × 2x (4x − 1)( − 5)x2 3
f ′ ( − 5)x2 3

( − 5)x2 2

y = ⇒ =( − 9x)x3 2− −−−−−−−−
√5 y ′ 2(3 − 9)x2

5 ( − 9x)x3 3− −−−−−−−−
√5

29

ریاضی (تجربی) دوازدهم



درست  79

80

  

81
y

x
BA , (x y

O xx_

H (

      

در مثلث قائم الزاویۀ  داریم:  82

.  از طرفی چون زاویۀ  محاطی است پس برابر نصف کمان روبه رو است یعنی نصف کمان  یا همان  است لذا: 

در مثلث قائم الزاویۀ  داریم:

 
 پس می توان نوشت:

 

83

 می دانیم: اگر دو زاویه، متمم یکدیگر باشند سینوس یکی با کسینوس دیگري برابر است لذا داریم:

  

 از طرفی:

f(x) = 3 ⇒ (x) = 6x + × 3x2 5 − 6x2
− −−−−−

√ f ′ 5 − 6x2
− −−−−−

√
10x

2 5 − 6x2
− −−−−−

√
x2

y = ⇒ =
( − 1)x2 3

+ 2xx3
y ′ 3 × 2x ( + 2x) − (3 + 2)( − 1)x2 2

x3 x2 ( − 1)x2 3

( + 2x)x3 2

(t) = −4t + 10f ′ ⇒ (2) = −8 + 10 = 2f ′

=S
O BA
Δ

OH × AB

2
{− →−−

از طرفی AB = 2x
OH = y

⇒ S = = xy
y × 2x

2
⇒ S = x(27 − )x2 ⇒ S = 27x − x3 ⇒ = 27 − 3 = 0S ′ x2 ⇒ 3 = 27x2 ⇒ = 9x2

⇒ x = 3

= 27 × 3 − = 3 × 27 − 27 = 2 × 27 = 54Smax 33

O HN
Δ

tan x = =
NH

OH

sin x

cos x

N AA ′̂AN
⌢

x
⌢

=A ′̂ x̂

2

HA′N
Δ

tan =A′ NH

HA′
⇒ tan =

x

2
sin x

1 + cos x

( O = 1,OH = cos x)A′

tan = =22٫5∘ sin 45∘

1 + cos 45∘

2
−−

√

2

1 +
2
−−

√

2

⇒ = =22٫5∘

2
−−

√

2

2 + 2
−−

√

2

2
−−

√

2 + 2
−−

√

→ گویا می کنیم×
2
−−

√

2 + 2
−−

√

2 − 2
−−

√

2 − 2
−−

√
⇒ tan = = − 122٫5∘

2 − 22
−−

√

2
4−2

2
−−

√

( − sin )( + cos )
2
−−

√

2
π

12

2
−−

√

2
5π
12

+ = =
π

12
5π
12

6π
12

π

2
⇒ cos = sin

5π
12

π

12
⇒ ( − sin )( + sin ) = − = − (1)

2
−−

√

2
π

12

2
−−

√

2
π

12
2
4

sin2 π

12
1
2

sin2 π

12
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ریاضی (تجربی) دوازدهم



باید معکوس هر کدام از ضابطۀ را در محدودة دامنۀ خودشان پیدا کنیم:  84

     

 

  

 پس ضابطۀ تابع  به صورت زیر خواهد بود:

،  برد تابع اصلی است پس باید برد  را بیابیم:  اما همین طور که می دانیم دامنۀ 

   

توجه کنید: از آن جا که در دامنۀ تابع اصلی  است عبارت  نمی تواند برابر با صفر شود.

، کافی است روي شرط دامنه اش، ضابطه را بسازیم. براي محاسبه برد ضابطۀ دوم 

   

85

      

آهنگ رشد همان آهنگ شبیه لحظه اي است.
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درست

نادرست

نادرست (اگر صفحۀ مفروض، در رأس بر محور سطح مخروطی عمود باشد، مقطع حاصل یک نقطه خواهد بود).

درست

88

=sin2 π

12

1 − cos 2( )π

12

2
⇒ = =sin2 π

12

1 − cos
π

6
2

1 −
3
−−

√

2
2

(1) ⇒ − = − ( − ) =
1
2

sin2 π

12
1
2

1
2

3
−−

√

4

3
−−

√

4

y = 4x − − 3x2 ⇒ −y = − 4x + 3x2 ⇒ −y = ( − 4x + 4) − 1x2 ⇒ −y + 1 = (x − 2)2 → = |x − 2|1 − y
− −−−−

√ = −x + 2−→−
x<2

1 − y
− −−−−

√

x = 2 − 1 − y
− −−−−

√ ⇒ (x) = y = 2 −f −1 1 − x
− −−−−

√

y = x − 2 ⇒ x = y + 2 ⇒ (x) = y = x + 2f −1

f −1

(x) = {f −1 2 − , x < 11 − x
− −−−−

√

x + 2 , x ≥ 0
f −1

: = −x + داشتیم2 1 − y
− −−−−

√ ⇒ 1 − y > 0 ⇒ y < 1 ⇒ x < 1 دامنھ ضابطۀ اول

x < 21 − y
− −−−−

√

f

x ≥ 2 ⇒ x − 2 ≥ 0 ⇒ y ≥ 0 ⇒ x ≥ 0

مقدار افزایش جرم باکتری: m(4) − m(3) = ( + ) − ( + )4
−−

√ 42 3
−−

√ 32
= 9 − 3

−−
√

(t)m′ = + 2t
1

2 t√

(9)m′ = + 18
1

2 × 3
=

109
6

×lim
x→0

−2 + sin x
− −−−−−−

√ 2 − sin x
− −−−−−−

√

3x

+2 + sin x
− −−−−−−

√ 2 − sin x
− −−−−−−

√

+2 + sin x
− −−−−−−

√ 2 − sin x
− −−−−−−

√
  

A

= lim
x→0

+ sin x − + sin x2 2

(3x)(A)
= = = =lim

x→0

2
3A

2

3 × 2 2
−−

√

1

3 2
−−

√

2
−−

√

6

=lim
x→1+

+ x − 1− 1x2
− −−−−

√

+ − 14x − 4
− −−−−−

√ x2
lim
x→1

+ x − 1x − 1
− −−−−

√ x + 1
− −−−−

√

2 + (x − 1)(x + 1)x − 1
− −−−−

√
= =lim

x→1

( + )x − 1
− −−−−

√ x + 1
− −−−−

√ x − 1
− −−−−

√

(2 + (x + 1))x − 1
− −−−−

√ x − 1
− −−−−

√

2
−−

√

2

lim
x→3−

3 − [x]

x − 3
− 6x + 9x2

− −−−−−−−−−
√ = lim

x→3−

3 − [ ]3−

x − 3
(x − 3)2
− −−−−−−

√

|x − 3|lim
x→3−

1
x − 3

= = −1lim
x→3−

−(x − 3)
x − 3
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ریاضی (تجربی) دوازدهم



، پس  یعنی این دو نمودار برهم منطبق هستند. درست - می دانیم 

درست - همیشه تغییرات دامنه را برعکس انجام می دهیم.

  89

با توجه به اینکه  و  همواره عددي نامنفی است داریم:

 

90

cos(−x) = cos xf(−x) = f(x)

x − 2 = 0lim
x→2−

|x − 2|

= +∞
3

0+

8

−4

4

2
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