
نام و نام خانوادگی:

نام آزمون: هندسه پایه دهم رشته ریاضی

تاریخ آزمون:

زمان برگزاري:

دو خط متقاطع   و  را در نظر بگیرید. نقاطی را بیابید که از نقطۀ  (محل تقاطع) به فاصلۀ   بوده و از دو خط به یک فاصله باشند.  1dd′O5cm
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در شکل مقابل  و  . به روش غیرمستقیم (برهان خلف) ثابت کنید  عمود بر  نیست.  2=Â 90∘≠Â1 ĈAHBC

ثابت کنید مجموع فاصله هاي هر نقطه در داخل مثلث متساوي الاضلاع از سه ضلع مثلث برابر ارتفاع مثلث می شود.  3
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در مثلث متساوي الساقین  محل تلاقی نیمسازهاي دو زاویۀ  و  را  و نقطۀ برخورد نیمساز زاویۀ  با عمودي که در  4

نقطۀ  بر  رسم شده است را نقطۀ  می نامیم. ثابت کنید مثلث  متساوي الساقین است.
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5DE||BCx  در شکل هاي زیر،  است. مقادیر  را در دو شکل به دست آورید. 
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6  با قضیۀ فیثاغورس آشنا شدید. این قضیه می گوید اگر زاویۀ  از مثلثی مانند  قائمه باشد، آنگاه  .
 الف) عکس این قضیه را بنویسید.

ب) با انجام دادن مراحل زیر، نتیجه بگیرید که عکس قضیۀ فیثاغورس نیز درست است.

) فرض کنیم مثلث  داده شده است و رابطۀ  بین اندازة طول هاي اضلاع آن برقرار است.

) پاره خط هاي  و  را مطابق شکل مقابل، به گونه اي در نظر بگیرید که  و  و

.

) با استفاده از قضیۀ فیثاغورس در مثلث  ، اندازة پاره خط  را به دست آورید و ثابت کنید.

. ) توضیح دهید چرا  و نتیجه بگیرید: 
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ج) قضیۀ فیثاغورس و عکس آن را به صورت یک قضیۀ دوشرطی بیان نمایید.
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فرق استدلال استنتاجی و استدلال استقرایی را بیان کنید.  7

یک ذوزنقه رسم کنید که اندازة دو قاعدة آن  و  سانتی متر و دو ساق آن  و  سانتی متر باشند.  84956
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ثابت کنید هر نقطه مانند  روي عمودمنصف پاره خط  از نقاط  و  به یک فاصله است.  9PABAB

 

بر ضلع  از زاویۀ  دو نقطۀ  و  را اختیار کرده و از این نقاط دو خط موازي هم رسم می کنیم تا ضلع  را به ترتیب در نقاط  و   10

قطع کنند و از نقطۀ  خطی موازي  رسم می کنیم تا ضلع  را در نقطۀ  قطع کند. ثابت کنید:

Oxx yÔABOyCD

DBCOxE

O = OA × OEB2

،  و نیمسازهاي داخلی زاویۀ  ضلع  را در نقطۀ  قطع می کند. در مثلث   11

 . ثابت کنید: 

ABC=Â 120∘
ABCD

= +
1
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1
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ضلعی منتظم برابر  است. مجموع زاویه هاي داخلی، مجموع زاویه هاي مجموع تعداد اضلاع، تعداد قطرها و تعداد محورهاي تقارن یک   12
خارجی و اندازة یک زاویۀ داخلی و اندازة یک زاویۀ خارجی آن را به دست آورید.

n36

مساحت مثلث متساوي الاضلاع به ضلع  را به  دست آورید.  13a

ثابت کنید از برخورد نیمسازهاي زاویه هاي داخلی هر مستطیل یک مربع پدید می آید.  14

عکسی را که ابعاد آن  و  سانتی متر است، بزرگ کرده ایم. اگر به عرض  اضافه شده باشد، طول جدید را به دست آورید.  154610cm
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در شکل مقابل،  و  دو ارتفاع مثلث هستند، اگر  و  باشد، طول  را به دست آورید.  16AHBH ′A = 5O = 12H ′ H ′OH = 3AH ′BH
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در شکل مقابل، محیط چهارضلعی  را به دست آورید.  17ABNM
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12

، اندازة  را به دست آورید. در شکل مقابل،  و  و  و   18ED ∥ BCDC ∥ BFAE = 8CE = 12CF

میانگین هندسی دو عدد  و  را به دست آورید.  195 3√12 3√

اگر  باشد، حاصل  را به دست آورید.  20= , =
y
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در مثلث قائم الزاویۀ  ( ) ارتفاع  را رسم کرده ایم. به کمک روابط طولی در مثلث قائم الزاویه در هر یک از موارد زیر با  21
توجه به مفروضات داده شده، مقادیر مجهول را محاسبه کنید. 

ABCA = 90∘
AH

1) BH = 9, CH = 4,AH =?,AB =?,AC =?

2) AB = 10, BC = 12,AC =?,AH =?

3) AB = 8, AC = 6,BH =?,CH =?

4) AB = 8, AH = 4,BC =?,AC =?

متوازي الاضلاعی رسم کنید که طول ضلع هایش  و  و طول یک قطر آن  باشد.  22356
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مطابق شکل، پاره خط  داده شده است. دهانۀ پرگار را یک بار به اندازة  و بار دیگر به اندازة  باز می کنیم و از نقطۀ  دو کمان می زنیم  23

(به طوري که مجموع  و  از اندازة  بزرگ تر باشد). سپس کمان هایی با همان اندازه ها، این بار از نقطۀ  می زنیم و مانند شکل، دو نقطه از نقاط

برخورد را  و  می نامیم. چهارضلعی  چه نوع چند ضلعی اي است؟ چرا؟ (راهنمایی: ابتدا بررسی کنید که مثلث هاي  و  و

زوایاي  و  نسبت به هم چگونه اند).

ABabA

abABB

CDACBDABCABD

A1B1

می دانیم چندضلعی  اي که قطرهایش باهم برابر و منصف هم باشند، مستطیل است. مستطیلی رسم کنید که طول قطر آن  سانتی متر باشد.  246

عکس قضیۀ زیر را بیان کنید و سپس در صورت امکان آن را دو شرطی بنویسید و در صورت غیر ممکن بودن مثال نقض بیاورید.  25
قضیه: «دو زاویۀ قائمه مکمل هستند.»
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A

d مرکز تمام دایره هایی را پیدا کنید که در نقطۀ  بر خط  مماس باشند.  26Ad

متوازي الاضلاعی رسم کنید که طول قطرهاي آن  و  سانتی متر و یک ضلع آن  باشد.  276107cm

ثابت کنید در هر مثلث قائم الزاویه، میانۀ وارد بر وتر نصف وتر است.  28

ثابت کنید در هر مثلث مجموع دو ضلع از ضلع سوم بزرگ تر است. (قضیۀ نامساوي مثلث ها)  29
A

C
D

B

نقطۀ دلخواه  درون مثلث  قرار دارد، ثابت کنید:  30

 :حکم 

DABC

A C >D̂ B̂

قضیۀ فیثاغورس را به صورت قضیۀ شرطی و سپس به صورت قضیۀ دو شرطی بیان کنید.  31

هریک از مثلث ها را با اطلاعات داده شده رسم کنید.  32

(الف  

(ب

⎧

⎩
⎨
⎪⎪

⎪⎪

=Â 90∘

BC = 6cm
=B̂ 40∘

= , NP = 8cm , MN = 5cmM̂ 90∘

مثلثی را رسم کنید که   و  دو ضلع و  میانۀ وارد بر ضلع سوم آن مثلث باشند.  33AB = 5cmAC = 6cmAM = 4cm

مثلث متساوي الساقینی رسم کنید که طول قاعدة آن   و ارتفاع وارد بر ساق آن   است.  345cm4cm

مثلث  را با داشتن  و   و  رسم کنید.  35ABC= αB̂BC = aAM = ma

مثلث  را با داشتن   و  (ارتفاع) و   (میانه) رسم کنید.  36ABCBC = 8cmAH = 5cmAM = 7cm

.  اگر زاویه هاي   برابر   و  برابر   باشندT مثلث را ترسیم ،  نیمساز زاویۀ  است و  در مثلث   37
کنید.

ABCADAAD = 4cmB AD̂60∘
B DÂ35∘

یک لوزي ترسیم کنید که طول اقطار آن برابر   و   باشند.  386cm10cm

مثلث  را که در آن ضلع   و میانۀ   و میانۀ   است را رسم کنید.  39ABCBC = 8cmBM = 6cmCN = 9cm

هر یک از مثلث هاي زیر را با اطلاعات داده شده رسم کنید.  40
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، از ضلع هاي  و  به یک فاصله است. نشان دهید که هر نقطه مانند  روي نیمساز زاویۀ   41PA CB̂ABBC

در مثلث هاي زیر،  و  نیمسازهاي دو زاویۀ  و  هستند. اگر دو مثلث متشابه باشند، مقدار  را به دست آورید.  42BDMQBMx
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1
2

،  است. نسبت محیط ها و مساحت هاي دو مثلث را به دست آورید. در شکل مقابل،   43AB||DE=
AC

AE

4
7

ضلعی منتظم برابر  است. نسبت محیط ها، نسبت اضلاع و نسبت مساحت هاي آنها را به دست آورید. نسبت تشابه دو   44n
3
4
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CD
E

F

در شکل مقابل، دو مستطیل  و  متشابهند. اگر  و  باشد، مساحت هرکدام از مستطیل ها را به دست آورید.  45ABCDBCEFAB = 1AD = 3

در شکل زیر، چهارضلعی  یک مربع است که در داخل مثلث قائم الزاویۀ  محاط شده است. در شکل، چند جفت مثلث متشابه  46
وجود دارد؟

ABCDMNP

مثلث  که اندازه هاي دو زاویۀ آن   و  است با کدام یک از مثلث هاي زیر می تواند متشابه باشد؟ چرا؟  47

الف) مثلثی که اندازه هاي دو زاویۀ آن  و  باشد.

ب) مثلثی که اندازه هاي دو زاویۀ آن  و  باشد.

ABC35∘65∘

80∘35∘

65∘85∘

دو مربع متشابه هستند و نسبت تشابه آنها  است. اگر ضلع یکی از آنها برابر   باشد، ضلع دیگري را به دست آورید.  482
5

20cm

؛ مقادیر  و  را به دست آورید. در شکل زیر،   49DE||ABxy

اگر  باشد، حاصل تناسب هاي زیر را به دست آورید.  50

(الف (ب   (ج

=
2x − y

x + y

2
3

3x − 2y
2x − 3y

x + y

x − y

x

y

مقادیر  و  را در تناسب هاي زیر به دست آورید.  51

 (الف

 (ب

xy

= =
2x − 1
x + 1

2
3

x + y − 1
y

= =
x + 1

4
3

x + 2
|y|

8

ثابت کنید، در هر متوازي الاضلاع اگر قطرها برهم عمود باشند آنگاه لوزي می شود.  52

براي شکل مقابل، نماي بالا، روبه رو و سمت چپ را رسم کنید.  53
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در هر شکل، نماي بالا، روبه رو و سمت چپ را رسم کنید.  54

«ب»«الف»

سعی کنید از جهت هاي مختلف به هر شکل نگاه کرده و آن را رسم کنید.  55

نماي چپنماي بالانماي روبه رو

چپ روبرو

راست

با نماي بالا، روبه رو، چپ و راست جسم مقابل را رسم کنید.  56

راست

با

چپ نمای روبرو

نماي بالا، روبه رو، چپ و راست جسم مقابل را رسم کنید.  57

ذوزنقۀ قائم الزاویۀ زیر را یک  بار حول قاعدة  و بار دیگر حول قاعدة  و بار سوم حول ساق  دوران می دهیم. حجم اجسام حاصل را  58
به  دست آورید.

ABDCAD
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مثلث  را یک  بار حول خط  و یک  بار حول خط  دوران داده ایم. حجم اجسام حاصل را به  دست آورید.  59ABCdd′

مثلث  با طول اضلاع  و  و  را حول بزرگ ترین ضلع دوران داده ایم، حجم فضاي اشغال شده را حساب کنید.  60ABC15129

r
نیم دایره اي به شعاع  را حول شعاع عمود بر قطر آن دوران داده ایم، حجم فضاي اشغال شده را محاسبه کنید.  616cm

30 ˚
A B

CD 8

6 متوازي الاضلاع زیر را حول ضلع بزرگ آن دوران می دهیم. حجم فضاي اشغال شده را به  دست آورید.  62

مربعی به ضلع  را یک  بار حول ضلع و یک  بار حول قطر دوران داده ایم. حجم اجسام حاصل را به  دست آورید.  63a

صفحه اي یک کره را قطع می کند و با مرکز کره  فاصله دارد اگر شعاع کره  باشد.  64
الف) مساحت سطح مقطع را به  دست آورید.

ب) اگر مرکز کره را به نقاط قطع شده وصل کنیم، حجم جسم فضایی حاصل را به دست آورید.

5cm13cm

صفحه اي یک مکعب را طوري قطع کرده است که بزرگ ترین مثلث متساوي الاضلاع ممکن ایجاد شده است. اگر طول یال مکعب  باشد  65
مساحت سطح مقطع را به  دست آورید.

12cm

از برش یک کره توسط یک صفحه چه شکلی حاصل می شود؟  66

کره هایی یکسان را به صورت یک هرم مربع القاعده روي هم چیده ایم. اگر قاعدة این هرم یک مربع با تعداد هفت کره در یک ضلع باشد، تعداد  67
کل کره ها را به  دست آورید.

ثابت کنید که در یک هرم مثلثی، وسط یال ها، در یک صفحۀ موازي صفحۀ قاعده قرار دارند.  68

اگر نقطۀ  هم در صفحۀ  و هم در صفحۀ  باشد دو صفحۀ  و  چه وضعیتی دارند؟  69APQPQ

حالت هاي مختلف دو صفحه در فضا را مشخص کنید.  70

H

A

B

C

در شکل زیر فاصلۀ نقطۀ  از ضلع  را به دست آورید. (فاصلۀ نقاط از هم به صورت افقی و عمودي یک واحد است.)  71CAB

در شکل زیر فاصلۀ تمام نقطه ها به صورت افقی و عمودي  واحد است. مساحت چندضلعی را به دست آورید.  723

مساحت و محیط ذوزنقۀ زیر را با اطلاعات داده شده به دست آورید.  73
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اگر محیط یک مثلث متساوي الساقین  و ارتفاع وارد بر قاعده  باشد، مساحت مثلث را به دست آورید.  74366

در یک مثلث قائم الزاویه، مساحت مثلث  مجذور وتر است. زاویه هاي مثلث را به دست آورید.  75
1
8

8 6 4

هر سه چهارضلعی زیر مربع هستند مساحت قسمت هاشورخورده را به دست آورید.  76

ثابت کنید مساحت هر چهارضلعی که قطرهاي آن بر هم عمود باشند برابر نصف حاصل ضرب قطرهاي آن است.  77

B

N

C
M

A

D

چهارضلعی  مربع است. اگر  باشد ثابت کنید  و    78ABCDBN = CMAN = BMAN⊥BM

M

N

A B

D C

1

1

در شکل زیر، چهارضلعی  متوازي الاضلاع است. اگر  باشد، ثابت کنید  متوازي الاضلاع است.  79ABCDAM = CNMBND

مجموع تعداد قطرها و اضلاع یک چندضلعی  تاست. تعداد اضلاع، مجموع زاویه هاي داخلی و مجموع زاویه هاي خارجی آن را به دست آورید.  80120

چهارضلعی  متوازي الاضلاع است. نقطۀ  را به  وسط  و نقطۀ  را به  وصل  وصل کرده ایم. ثابت کنید   81
متوازي الاضلاع است.

ABCDAEBCCFADAECF

ضلعی محدب،  تاست. مجموع زاویه هاي داخلی آن را به دست آورید. تعداد قطرهاي یک   82n54

نیمسازهاي زاویه هاي یک ذوزنقه را رسم می کنیم و از برخوردشان یک چهار ضلعی به  دست می آید، این چهار ضلعی داراي چه ویژگی اي است؟  83

A

M

P C

N

O
B

در شکل مقابل،  است. نسبت مساحت مثلث هاشورخورده به متوازي الاضلاع  را به دست آورید.  84=
MA

MB

2
3

MNPB

A

F

E B

CD

O

}

a

a
H

در شکل زیر،  مرکز تقارن مربع و  می باشد. اگر طول ضلع مربع  باشد، مقدار  را به دست آورید.  85OOH = EF20cmOH

ضلعی منتظم (با تعداد اضلاع برابر)  و  است. اگر مجموع مساحت هاي آنها  باشد، مساحت هرکدام را به دست محیط دو   86
آورید.

n40cm60cmcm2

A

B

D

CM در شکل مقابل،  مستطیل است و  و  ، نسبت  به  را به دست آورید.  87ABCDAD = 3ABAM⊥BDBCBM

8
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؛ اندازة پاره خط  را به دست آورید.  ،  ، در متوازي الاضلاع روبه رو،   88=N̂1 ÂNB = 12BC = 15 DC = MNو20

در شکل هاي زیر، مقادیر مجهول را به دست آورید.   89

،  و  را محاسبه کنید. در شکل مقابل، مقادیر  90xyz

x

y

56 3

4

دو مستطیل مقابل متشابهند، مقادیر  و  را به دست آورید.   91xy(y > 6)

3

2
B

C
A 3/6 2/4N

M

با توجه به شکل مقابل، آیا  است؟ چرا؟  92MN ∥ BC

در مستطیلی که ابعاد آن  و   سانتی متر است، نیمساز دو زاویۀ روبه روي هم، قطر مقابل را در دو نقطه قطع می کنند. فاصلۀ این دو نقطه را  93
محاسبه کنید.

68

A B

D C
x

912

15
O

در ذوزنقۀ مقابل، طول  را به دست آورید. (در هر ذوزنقه براي محل برخورد قطرها رابطۀ زیر برقرار است):   94OC

=
OA

OC

OB

OD

A

B
C

D E

F

 . ؛ ثابت کنید:  در شکل مقابل،  و   95DE ∥ BCDC ∥ BF=
AE

EC

AC

CF

9
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A B

D

E

F C

AEFD مربع است)

اگر  باشد، حاصل  را محاسبه کنید.  97=
15x − 3y
2x + 5y

4
3

x

y

ثابت کنید در هر مثلث نسبت ارتفاع ها با عکس نسبت اضلاع متناظر آنها برابر است.  98

واسطۀ هندسی بین دو عدد  و  را به دست آورید.  992 × ×34 538 × 15 × 33

20 m 60 m

6 m
h = ?

3/2 m

مطابق شکل، روي یک ساختمان، یک آنتن به ارتفاع  متر نصب شده است. در فاصلۀ  متري ساختمان، یک تیر برق  متري قائم وجود  100

دارد و یک ناظر وقتی در فاصلۀ  متري تیر می ایستد، انتهاي آنتن و انتهاي تیر برق را در یک راستا می بیند. اگر بدانیم فاصلۀ چشمان ناظر از زمین

 متر است، بلندي ساختمان را محاسبه کنید. 
(از چشم ناظر، خط راستی موازي زمین رسم کنید تا تیر برق و ساختمان را

قطع کند و از قضیۀ تالس کمک بگیرید)

3٫2606

20

1٫6

طول  اضلاع یک مثلث  و  و  سانتی متر و طول بلندترین ضلع مثلثی متشابه آن،  سانتی متر است. محیط مثلث دوم را به دست آورید.  10110121510

a

d مربعی به ضلع  را حول محور  دوران داده ایم. شکل حاصل را توصیف کنید.  102ad

در هر مورد مشخص کنید شکل حاصل از دوران چه خواهد بود؟ تصویر مناسبی رسم کنید.  103
الف) دوران یک مثلث متساوي الساقین حول ارتفاع آن:

ب) دوران یک مثلث قائم الزاویه حول یک ضلع زاویۀ قائمه:
پ) دوران یک ذوزنقۀ قائم  الزاویه حول ضلع عمود بر قاعد ه ها:

ت) دوران یک مثلث متساوي الساقین حول قاعدة آن:

دو پاره خط متقاطع را مطابق شکل در نظر بگیرید. اگر یکی از خطوط را حول دیگري دوران دهیم، چه جسم هندسی اي ساخته می شود؟  104

دو کره با شعاع هاي  و  یکدیگر را قطع کرده اند. نقاط مشترك واقع بر روي هر دو کره روي چه شکلی قرار دارند؟  105
اگر همۀ این نقاط را به مرکز یکی از این دو کره وصل کنیم، چه شکلی به  دست می آید؟

rr′

10
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96 اگر نسبت طول به عرض مستطیل بزرگ با نسبت طول به عرض در مستطیل کوچک برابر باشند، این نسبت را به دست آورید. )چهار ضلعی
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9 m

m

?

ابعاد یک زمین استاندارد والیبال  متر در  متر است که توسط خط میانی به دو مربع  تفکیک می شود و تور والیبال مردان با ارتفاع  106

 متر روي خط وسط نصب شده است. در یک لحظه، یک بازیکن با قد  سانتی متر و در فاصلۀ دو متري تور، به هوا می پرد و توپی را که در
ارتفاع 30 سانتی متري بالاي سرش است، با ضربۀ آبشار مماس بر تور وسط روانۀ زمین حریف می کند و توپ روي خط انتهاي زمین حریف می نشیند. این

بازیکن براي ضربه زدن چقدر به هوا پریده است؟

9189 × 9

2٫43180

O

A

B

C

D

قاعدة هرمی، مستطیل  است. رأس این هرم را  نامیده ایم. سطح مقطع حاصل از برخورد صفحۀ  را با این هرم در هر حالت  107
مشخص کنید.

الف) صفحۀ  بر ارتفاع هرم عمود باشد.

ب) صفحۀ  از  بگذرد و بر قاعدة هرم عمود باشد.

ج) صفحۀ  از  نگذرد؛ ولی بر قاعدة هرم عمود باشد.

ABCDOP

P

PO

PO

شکل روبه رو از چند مکعب کوچک تشکیل شده است؟  108
حداقل چند تا و حداکثر چند مکعب باید برداشته شود تا نماي بالا به این شکل باشد؟

A

A

A

روي تمام وجه هاي مکعب هایی حرف   نوشته شده است. هشت تا از این مکعب ها را به شکل ستونی روي هم می چینیم، چند حرف  دیده  109
می شود؟

AA

A B

D C

M N

در ذوزنقۀ مقابل،  ، ثابت کنید:   110

 (قضیه  تالس در ذوزنقه)

(راهنمایی: یکی از قطرها را رسم کنید)

MN ∥ AB ∥ CD

=
AM

MD

BN

NC

مساحت یک چندضلعی شبکه اي  واحد است. جدولی تشکیل دهید و تعداد نقاط مرزي و تعداد نقاط درونی را در حالت هایی که امکان دارد،  111
مشخص کنید. اگر این چندضلعی شبکه اي مثلث باشد، در هر حالت شکل آن را رسم کنید. در حالتی که نقاط مرزي بیشترین تعداد ممکن را دارند،

شکل هاي چهارضلعی هاي نظیر آن را نیز رسم کنید.

3

11
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R
PQ

دو صفحۀ متقاطع  و  بر صفحۀ  عمود هستند. فصل مشترك این دو صفحه نسبت به صفحۀ  چه وضعیتی دارد؟  112PQRR

d

Q
P

دو صفحۀ  و  برهم عمود هستند و خط  نیز بر صفحۀ  عمود است. این خط نسبت به صفحۀ  چه وضعی دارد؟  113PQdPQ

A از هر نقطه غیر واقع بر یک صفحه، چند خط می توان به آن صفحه عمود کرد؟  114

A B

C

D E

F

منشور سه پهلوي زیر را در نظر بگیرید و به سؤالات پاسخ دهید:  115
الف) سه جفت خط متمایز دوبه دو موازي نام ببرید.

ب) سه جفت خط متمایز دوبه دو متنافر نام ببرید.
ج) سه جفت خط دوبه دو متقاطع نام ببرید.

د) سه خط همرس نام ببرید.
هـ) سه جفت خط و صفحۀ موازي نام ببرید.

و) دو صفحۀ موازي نام ببرید.
ز) سه صفحۀ دوبه دو متقاطع نام ببرید.

A B

CD

E F G

H I J

شکل مقابل یک دیوار و یک در دولنگه را که در دیوار قرار گرفته است، نشان می دهد. وضعیت خط ها و صفحه هاي زیر را مشخص کنید.  116

الف) وضعیت صفحات  و   و  را دوبه دو نسبت به  هم بررسی کنید.

ب) خطوط  و 

ج) خطوط    و 

د) خطوط   و 

هـ) خطوط   و 
و) یکی از خطوط (به دلخواه) و یکی از صفحات (به دلخواه)

EFIHABCDFGJI

FIBC

FIAB

FGEF

FGHI

دو صفحۀ  و  را به گونه اي در نظر بگیرید که متقاطع باشند و خط  فصل مشترك آنها باشد (در هر دو حالت (الف) و (ب) تصویر مناسب  117
را رسم کنید).

الف) اگر صفحه اي باشد که با  موازي باشد، نسبت به  چه وضعیتی خواهد داشت؟

ب) اگر  صفحه اي باشد که با  متقاطع است، با  چه وضعیتی می تواند داشته باشد؟

P1P2d

P ′P1P2

P ′P1P2

B

MN

C

A

x+2

y-12
x

4

9

x

؛ مقادیر  و  را به دست آورید. در شکل مقابل،   118MN ∥ BCxy

12
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A B

CD

O
M

N

در متوازي الاضلاع  وسط ضلع  است و پاره خط  قطر  را در  قطع کرده است. نشان دهید:   119M ،ABCDBCAMBDN

=SBMN
1

12
SABCD

D

A

E

CB

2 1

0/5
4

در شکل مقابل،  ؛ با توجه به اندازة پاره خط ها، طول هاي  و  را به دست آورید.  120DE ∥ BCDEAB

مساحت ذوزنقۀ مقابل را به دو طریق به  دست آورید. از مساوي قرار دادن آنها چه نتیجه اي به  دست می آید؟  121

CB

A D d

d´

در شکل مقابل،  و مساحت مثلث  ،  است. اگر  باشد، فاصلۀ نقطۀ  از  را به دست آورید.  122d ∥ d′ABC8cm2BD = 6cmCBD

A

B D E C

در شکل مقابل، مساحت مثلث  سه برابر مساحت مثلث  و دو برابر مساحت مثلث  است. نسبت هاي  و  را  123

به دست آورید.

ACEADEABD
DE

BD

BC

DE

d
d

E
F A

B

C

D

در شکل دو خط  و   موازي  هستند و  و  هر دو متوازي الاضلاع اند. اگر مساحت یکی از این متوازي الاضلاع ها برابر   124

باشد، مساحت دیگري برحسب  چقدر است؟

dd′ABCDABEFS

S

طول پاره خطی را به دست آورید که واسطۀ هندسی بین دو پاره خط به طول هاي  و  سانتی متر است.  125810

، حاصل  را به دست آورید. اگر   126= = =
x

2
y

3
z

6
3
5

x + y + z

13
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A

B

C

D

، مطابق شکل    و   است. آیا قطرهاي این چهارضلعی بر هم عمود هستند؟ چرا؟ نشان در چهارضلعی   127

دهید در این چهارضلعی قطر  روي نیمسازهاي   و   است. اگر اندازه هاي دو قطر  و  باشند، مساحت آن را محاسبه کنید. چهارضلعی اي با
این ویژگی کایت نام دارد. نشان دهید در کایت یک قطر عمودمنصف قطر دیگر است.

ABCDAB = ADBC = CD

AC∠A∠C86

نقیض هریک از گزاره هاي زیر را بنویسید.  128
الف) هر لوزي یک مربع است.

ب) مستطیلی وجود دارد که مربع نیست.
پ) هیچ مثلثی بیش از یک زاویۀ قائمه ندارد.

∘360ت) مجموع زاویه هاي داخلی هر چهارضلعی محدب برابر  است.

در یک لوزي اندازة هر ضلع   و نسبت اندازه هاي دو قطر   است. مساحت لوزي را پیدا کنید.  1292 10
−−

√1
3

ثابت کنید اگر وسط  ضلع هاي هر چهارضلعی را به طور متوالی به هم وصل کنیم، یک متوازي الاضلاع پدید می آید.  130
این چهارضلعی باید چه ویژگی اي داشته باشد تا این متوازي الاضلاع، مستطیل یا لوزي شود؟

چه رابطه اي بین محیط متوازي الاضلاع پدیدآمده، با اندازه هاي قطرهاي چهارضلعی اولیه وجود دارد؟

A B

CD

P QM N

در متوازي الاضلاع   و  به ترتیب وسط ضلع هاي  و  هستند. چرا خط هاي  و  موازي اند؟ به کمک آن ثابت  131

. کنید 

M ، ABCDNADBCMBDN

AP = PQ = QC

A C

B

M
600

مثلث قائم الزاویۀ   را که در آن  قائمه و اندازة  برابر  است، در نظر می گیریم. میانۀ وارد بر وتر را رسم کنید. مثلث هاي  132

، یعنی در هر مثلث قائم الزاویه اگر اندازة یک زاویۀ  باشد، اندازة ضلع  و  چگونه مثلث هایی هستند؟ نشان دهید 

مقابل آن نصف اندازة وتر است.

، یعنی در هر مثلث قائم الزاویه اگر یک زاویۀ   باشد، سپس با استفاده از قضیۀ فیثاغورس نشان دهید، 

اندازة ضلع مقابل آن   اندازة وتر است.

اکنون مثلث قائم الزاویه اي رسم کنید که اندازة یک زاویۀ آن   باشد و نشان دهید که اندازة هر ضلع زاویۀ قائمه در آن

 اندازة وتر است.

ABC∠A∠C30∘

AMCAMBAB =
BC

2
30∘

AC = BC
3√

2
60∘

3√

2
45∘

2√

2
دو ضلع یک زاویه را در نظر بگیرید.  133

الف) نقطه اي بیابید که فاصلۀ آن از هر ضلع زاویۀ مورد نظر  واحد باشد.

ب) نقطه اي بیابید که فاصلۀ آن از هر ضلع زاویۀ مورد نظر  واحد باشد.
پ) با استفاده از (الف) و (ب) نیمساز زاویه ي مورد نظر را رسم کنید.

2

4

در کدام  ضلعی، تعداد قطرها و ضلع ها برابر است؟  134n

ثابت کنید در یک مثلث دلخواه، هر سه عمود منصف همرس هستند.  135

به کمک استدلال استقرایی حدس بزنید که مجموع زوایاي داخلی هر  ضلعی از چه رابطه اي به دست می آید؟  136n

14
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آیا حکم کلی «محل برخورد ارتفاع هاي تمام مثلث ها در داخل آن قرار دارد»، درست است؟  137
اگر درست است نقیض آن را بیان کنید و اگر نادرست است یک مثال نقض ارائه نمایید.

استدلال استقرایی را تعریف کرده و یک مثال ارائه دهید.  138

مستطیلی رسم کنید که طول قطر آن  باشد. روش رسم را توضیح دهید.  13910cm

مرکز تمام دایره هایی را پیدا کنید که دو خط متقاطع  و  بر آنها مماس باشند.  140dd′

نقاطی از دایره اي به شعاع  پیدا کنید که از یک نقطه به نام  روي دایره به فاصلۀ  باشند.  1416cmA4cm

یک لوزي رسم کنید که طول یک قطر آن  و اضلاع آن  باشد. مسأله چند جواب دارد؟ توضیح دهید.  14210cm4cm

متوازي الاضلاعی رسم کنید که طول قطرهاي آن  و  سانتی متر باشد. مسأله چند جواب دارد؟  14359

متوازي الاضلاعی رسم کنید که طول قطرهاي آن  و  باشد و زاویۀ بین دو قطر  باشد.  1448cm6cm150∘

مستطیلی رسم کنید که طول قطر آن  و زاویۀ بین دو قطر  باشد.  1458cm30∘

مستطیلی رسم کنید که طول و عرض آن  و  سانتی متر باشد.  14674

،  نیمساز زاویۀ  است. ثابت کنید:   و    در مثلث   147ABCBDB̂AB > ADBC > CD

می دانیم در مثلث قائم الزاویه، ضلع مقابل به زاویۀ  نصف وتر است. ثابت کنید در مثلث قائم الزاویه اي که یک زاویۀ   دارد، ارتفاع وارد  148
بر وتر ربع وتر است.

30∘15∘

، امتداد ضلع  را در نقطۀ  قطع می کند. اندازة ،   زاویۀ رأس بوده و نیمساز خارجی زاویۀ  در مثلث متساوي الساقین   149

زاویه ي  را به  دست آورید.

ABC=Â 80∘
BACD

D

در مثلث  اگر   و  باشد، زاویۀ بین ارتفاع و نیمساز رأس  در مثلث  را به  دست آورید.  150ABC=B̂ 75∘=Ĉ 45∘
AABC

ثابت کنید عمود منصف هر پاره خط یکتاست.  151

،   و  نیمساز زاویۀ  است. زاویه اي که امتداد  با عمود منصف ضلع  می سازد را به  در  می دانیم که   152
دست آورید.

ABC
Δ

=B̂ 62∘=Ĉ 44∘
CDCCDAB

DB C

E

A

، پاره خط  نیمساز  و  است، ثابت کنید مثلث  متساوي الساقین است. در مثلث   153ABCADÂAD||CEACE

A

C

D

B

D

1
2 3

4

1

در شکل مقابل  نیمساز داخلی و  نیمساز خارجی زاویۀ  هستند. اگر   و   باشد. اندازة هریک از  154

زاویه هاي زیر را محاسبه کنید. 

CDCD′C=Ĉ1
1
2
Ĉ3= 3Ĉ4 D̂

′

( , , , )D̂1 D̂
′
Ĉ3 Ĉ1

A

B

C

d

d

1

1

با  توجه به شکل مقابل ثابت کنید:   155= +Ĉ Â1 B̂1

ثابت کنید در هر مثلث متساوي الساقین اگر یک ساق را از سمت رأس امتداد دهیم نیمساز زاویۀ خارجی حاصل با قاعدة مثلث موازي خواهد  156
شد.
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M

x

y

با توجه به شکل زیر، مکان مراکز دایره هایی را که بر  و  مماس هستند را به  دست آورید.  158MxMy

به شکل مقابل چند مکعب واحد اضافه کنیم تا مکعب   کامل شود؟  1595 × 5 × 5

الف( ب(

در هریک از شکل هاي زیر چند مکعب وجود دارد؟  160

ثابت کنید پاره خطی که وسط هاي دو ساق ذوزنقه را به هم وصل می کند موازي دو قاعده و مساوي نصف مجموع آنهاست.  161

اگر در چهارضلعی  قطر  را رسم کنیم و دو مثلث  و  هم نهشت باشند، آیا چهارضلعی  همواره  162
متوازي الاضلاع است؟

ABCDBDABDBDCABCD

چند تا از شکل هاي زیر چند ضلعی هستند؟   163

ث)ت)پ)ب)الف)

خط دلخواه  اضلاع  و  (یا امتداد آن ها) از مثلث  را به ترتیب در نقاط  و  و  قطع می کند. ثابت کنید:  164

 

dAB،ACBCABCXYZ

× × = 1 ( )
AX

XB

BZ

ZC

CY

YA
قضیۀ منلائوس

A B

CD

متوازي الاضلاع  مفروض است. از نقطۀ  خطی چنان رسم می کنیم که امتداد خطوط  و  را در نقاط  و  قطع کند. ثابت  165

. کنید: 

ABCDCADABFE

+ = 1
AB

AE

AD

AF

مستطیلی به عرض  و قطر  سانتی متر رسم کنید.  16635

گستردة مکعب   مستطیل هاي زیر داده شده است. شکل کامل شده کدام گزینه است؟  167

16
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157 ثابت کنید در هر مثلث زاویه اي که نیمساز دو زاویۀ مثلث، با یکدیگر می سازند برابر است با مجموع نصف زاویۀ سوم با زاویۀ قائمه.



?
?

?

1 ) 2 ) 3 ) 4 ) 5 )

?
?

?

1 ) 2 ) 3 ) 4 ) 5 )

سطح مکعب مقابل را رنگ آمیزي کرده ایم.  168

چند مکعب داراي چهار وجه رنگی هستند؟

چند مکعب داراي سه وجه رنگی هستند؟

چند مکعب داراي دو وجه رنگی هستند؟

چند مکعب داراي یک وجه رنگی هستند؟

چند مکعب رنگ آمیزي نشده اند؟

17
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 1

 ابتدا نیمساز هر دو زاویه اي که دو خط باهم می سازند را رسم می کنیم، سپس به مرکز  و به شعاع  یک دایره رسم می کنیم محل برخورد

،  و  از دو خط به یک فاصله اند و از  به فاصلۀ   هستند.  ، دایره با دو نیمساز جواب مسأله است.  نقطۀ 
A

B
D

C

dd

2

1
2

B

A C

H

 اثبات به روش برهان خلف:

. (فرض خلف) ) خلاف حکم را در نظر می گیریم یعنی 

) سعی می کنیم عمود بودن  بر  را به تناقض برسانیم.

 که این با فرض مسئله  در تناقض است.

) پس فرض خلف باطل و حکم ثابت می شود، یعنی:

3

اثبات: از  به سه رأس مثلث وصل می کنیم.

O5cm

4ABCDO5cm

{
: = فرض≠ Â 90∘

و Â1 Ĉ

: AH BCحکم ⊥

1AH ⊥ BC

2AHBC

: + =AHC
Δ

Ĉ Â2 90∘

+ =Â1 Â2 90∘

⎫

⎭
⎬
⎪

⎪
→ =Â1 Ĉ

≠Â1 Ĉ

3

AH BC⊥

{
: AB = AC = BCفرض
: OH + O + O = AK ( حکم( H ′ H ′′ ارتفاع مثلث

O

= + +S
ABC
Δ S

OAB
Δ S

OBC
Δ S

OAC
Δ

= + +
AK × BC

2
OH ×AB

 BC

2
O × BCH ′

2
O ×H ′′ AC

 BC

2

AK( ) = OH × ( ) + O × ( ) + O × ( )−→−
فرض

BC

2
BC

2
H ′ BC

2
H ′′ BC

2

18
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از   فاکتور می گیریم:

می دانیم سه نیمساز همرس اند، یعنی  نیمساز زاویۀ  است. زاویۀ  زاویۀ خارجی مثلث  است پس:  4

A

B

M

C

D

B'
C'

1

1

  

 اما در مثلث قائم الزاویه  داریم:

 و چون  است پس:

 

 از مقایسۀ رابطه هاي  و  نتیجه می شود  ، یعنی مثلث  متساوي الساقین است.

در شکل اول، طبق قضیۀ تالس داریم:   5

1x+

B
5 x

E

C
2x+

2x
A

 همچنین در شکل دوم، طبق قضیۀ تالس داریم:
A

B C

D E
3x 1x

5x+1x+

 

الف) عکس قضیه: اگر در مثلث  ،  باشد، آنگاه مثلث در رأس  قائمه است.   6
ب)

B

A Cb

c a

B´

A´ C´

c

b

BC

2

AK × = (OH + O + O ) ×( )
BC

2
H ′ H ′′ ( )

BC

2
⇒ AK = OH + O + OH ′ H ′′

AMAA DM̂AMC

A D = + = + (1)M̂ Â1 Ĉ1
Â

2
Ĉ

2

(C D = )ACDÂ 90∘

A M = − = − = +D̂ 90∘
Ĉ1 90∘ Ĉ

2
Â

2
B̂

2
=B̂ Ĉ

A M = + (2)D̂
Â

2
Ĉ

2
(1)(2)= A MAMD^ D̂AMD

DE||BC = ⇒ 5 − 10x = 2 + 2x− →−−−
قضیۀ تالس x − 2

2x + 2 − 2
x + 1

5x
x2 x2

⇒ 3 − 12x = 0 ⇒ 3x(x − 4) = 0{x2 x = 0
x = 4

غ.ق.ق
ق.ق

DE||BC = ⇒ =− →−−−
قضیۀ تالس AD

DB

AE

EC

x − 3
x + 1

x − 1
x + 5

⇒ + 2x − 15 = − 1 ⇒ 2x = 14 ⇒ x = 7x2 x2

ABC= +a
2

b
2

c
2A( = )Â 90∘

(1) = +a2 b2 c2

(2)

(3) = + ⇒ = BC = aB′C ′2
b2 c2 B′C ′

19
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باشد. برابر مثلث، قائم الزاویه است اگر و تنها اگر مجذور یک ضلع با مجموع مجذورهاي دو ضلع دیگر قضیۀ دوشرطی: یک ج)

در استدلال استقرایی ما به کمک چند تجربه که از مشاهده یا احساس یا حواس پنجگانه دیگر به دست می آید، یک نتیجه گیري کلی می کنیم، که ممکن است این نتیجه گیري درست و یا  7
نادرست باشد. ولی در استدلال استنتاجی ما به کمک مفاهیم و فرضیاتی که درستی آنها را پذیرفته ایم، نتیجه گیري کلی می کنیم و نتیجه گیري حاصل حتماً درست است.

) را پیدا می کنیم. سپس دو خط موازي به فاصلۀ  رسم کرده و روي یکی از آنها شکل تقریبی ذوزنقه را رسم می کنیم و به کمک رابطۀ فیثاغورس، اندازة ارتفاع وارد بر قاعده ها (  8

 جدا می کنیم از دو سر این پاره خط دو کمان به شعاع  و  می زنیم تا خط دیگر را در دو نقطه قطع کنند. چهار نقطه به دست آمده، جواب مسأله است. (به هم وصل می کنیم)

4

4

9
x x5 -

h 65

 9

مطابق شکل، فرض کنید  عمودمنصف پاره خط  است. داریم:

10

 

 

  

11

60 °
20 ° 120 °

1 1

AB

C

D E

 از نقطۀ  موازي  رسم تا ضلع  را در نقطۀ  قطع کند.

  متساوي الاضلاع است. 

(4) ≅ ⇒

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

AB = = cA
′
B

′

AC = = bA
′
C

′

BC = = aB
′
C

′

− →−−−
ض ض ض

ABC
Δ

A′B′C ′
Δ

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

=B̂ B ′̂

=Ĉ C ′̂

= = ⇒ =Â A ′̂ 90∘
Â 90∘

hh = 4٫8

4cm56

{ = − = 36 − 25 + 10x −h2 362
(5 − x)

2
x2

= 25 −h2 x2

⇒ 25 − = + 10x −x2 36 − 25
  11

x2

⇒ 25 − 11 = 10x

⇒ x = = 1٫4 → = 25 − = 25 − 1٫96 = 23٫04 → h = 4٫8
14
10

h2 (1٫4)2

PCAB

≅ → PA = PB

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

= = 90°C1
^ C2

^

AC = BC

PC = PC

− →−−
ض ز  ض

APC
Δ

BPC
Δ

: { : O = OA × OEفرض
AC ||BD

BC ||DE
حکم B2

: AC ||BDOBD
Δ

= (1)− →−−−−
قضیھ تالس OA

OB

OC

OD

: BC ||DEOED
Δ

= (2)− →−−−−
قضیھ تالس OB

OE

OC

OD

(1) و(2) → =
OA

OB

OB

OE
O = OA × OE− →−−−−−

طرفین وسطین
B2

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

فرض : =Â 120∘

حکم : = +
1

AD

1
AB

1
AC

DABACE

A ED
Δ

DE||AB B D = A E = ⇒ = ⇒− →−−−−
ADمورب

Â D̂ 60∘
Ê1 60∘

20
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در نتیجه داریم: 

12

  مجموع زاویه هاي داخلی

  مجموع زاویه هاي خارجی

 یک زاویۀ خارجی  اندازة یک زاویۀ داخلی

13
A

a a

B a C
H

با توجه به شکل داریم:  14

 

چهارضلعی که چهار زاویۀ قائمه دارد مستطیل است و مستطیلی که دو ضلع مجاور مساوي دارد  مربع است.
عکس وقتی بزرگ می شود، عکس و بزرگ شدة آن باهم متشابه هستند. پس:  15

  طول عکس جدید
16

  

17
طبق شکل داریم:

A C : DE||AB = ⇒ = = (1)B
Δ

− →−−−
قضیۀ تالس CE

AC

DE

AB

CE

AC

AD

AB
− →−−
÷AD CE

AC × AD

1
AB

+ + = = =
1
AB

1
AC

===
(1) CE

AC × AD

1
AC

CE + AD
 AE

AC × AD

AC

AC × AD

1
AD

⇒ n + n + = 36 ⇒ 4n + − 3n = 72

= nتعداد اضلاع
= nتعداد محورھای تقارن

تعداد قطرھا=
n(n−3)

2

⎫

⎭
⎬
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

n(n − 3)
2

n2

⇒ + n − 72 = 0{n2 n = −9
n = 8

غ.ق.ق
ق.ق

= (n − 2) × = 6 × =180∘ 180∘ 1080∘

= 360∘

= − =180∘ 135∘ 45∘
= = = ⇒

(n − 2) × 180∘

n

1080∘

8
135∘

= AH × BCS
ABC
Δ

1
2

: A = A − C = − = ⇒ AH = = aACH
Δ

H 2 C 2 H 2 a2 ( )a
2

2 3a2

4
3a2

4

−−−
√

3√

2

= AH × BC = × a × a =S
ABC
Δ

1
2

1
2

3√

2

3√

4
a2

= = ⇒ MA = MD (1)Â1 D̂1 45∘

≅ ⇒ AQ = DN (2)

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

= =Â2 D̂2 45∘

= =B̂1 Ĉ2 45∘

AB = DC

− →−−
ز ض ز

AQB
Δ

DNC
Δ

(2) − (1) ⇒ AQ − AM = DN − DM ⇒ MQ = MN

: = + = + =ADM
Δ

خارجی M̂ Â1 D̂1 45∘ 45∘ 90∘

(MN = MQ)

= ⇒ = ⇒ 4x + 24 = 84 ⇒ 4x = 60 ⇒ x = 15
4

4 + 10
6

6 + x

4
14

6
6 + x

= 15 + 6 = 21cm

A = 12 , OH = 3 × 12 = 36 , O = = 2٫4H ′ H ′
12
5

{ = =Ĥ Ĥ
′

90
∘

( ) متقابل بھ رأس= Ô1 Ô2

O ∼ O H → = =−→
زز

A
Δ
H ′ B

Δ OH ′

OH

AH ′

BH

OA

OB
⇒ = ⇒ BH = = 180

2٫4
36

12
BH

12 × 36
2٫4

{ A C ∼ ⇒ = = (1)= =Â N̂ 90∘

=Ĉ Ĉ مشترک
−→

زز
B
Δ

NMC
Δ AB

MN

AC

NC

BC

MC

M C : M = + = 81 + 144 = 225 → MC = = 15N
Δ

C 2 92 122 225
−−−

√

21
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 محیط

 18
با توجه به شکل داریم:

19

20

21

A

B H C

در تمام موارد، سه مثلث  زیر متشابه هستند (زز):

روش اول:

روش دوم:

  

  

(1) ⇒ = = ⇒
AB

9
9 + 15

12
BC

15

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

AB = = 18
9 × 24

12

BC = = 30
15 × 24

12
BN = BC − NC = 30 − 12 = 18

ABNM = AB + BN + NM + AM = 18 + 18 + 9 + 9 = 54

⇒ = ⇒ CF = 30
DE ∥ BC = = =− →−−

ق تالس AD

DB

AE

EC

8
12

2
3

DC ∥ BF = = =− →−−
ق تالس AD

DB

AC

CF

8 + 12
CF

20
CF

⎫

⎭
⎬

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

20
CF

2
3

= bc ⇒ = 12 × 5 = 60 × 3 = 180 ⇒ a = = = 6a2 a2 3
−−

√ 3
−−

√ 180
−−−

√ 36 × 5
− −−−−−

√ 5
−−

√

⇒ × = ⇒ × =

=
x

y

7
5

=
y

z

3
8

⎫

⎭
⎬

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

x

y

y

z

x

z

7
5

3
8

21
40

BH = 9 , CH = 4 , AH =? , AB =? , AC =?1)

∼ ∼ABC
Δ

ABH
Δ

ACH
Δ

∼ ⇒ = = ⇒ A = 4 × 9 = 36 ⇒ AH = 6ABH
Δ

ACH
Δ AH

BH

CH

AH

AC

AB
H 2

: A = A + C ⇒ A = + = 52 ⇒ AC = 2ACH
Δ

C 2 H 2 H 2 C 2 62 42 13
−−

√

: B = A + A ⇒ = A + ⇒ A = 169 − 52 = 117 ⇒ AB = 3ABC
Δ

C 2 B2 C 2 (9 + 4)2
B2 (2 )13

−−
√

2
B2 13

−−
√

AB = 10 , BC = 12 , AC =? , AH =?2)

B = A + A ⇒ = + A ⇒ AC = = 2C 2 B2 C 2 122 102
C 2 44

−−
√ 11

−−
√

S = AB × AC = AH × BC ⇒ × 10 × 2 = × AH × 12 ⇒ AH =
1

2

1

2
1

2
11
−−

√
1

2

5 11
−−

√

3

∼ ⇒ = ⇒ = ⇒ AH =ABC
Δ

ACH
Δ AC

BC

AH

AB

2 11
−−

√

12
AH

10

5 11
−−

√

3

AB = 8 , AC = 6 , BH =? , CH =? ⇒ B = A + A = + = 100 ⇒ BC = 10C 2 B2 C 2 82 623)

∼  ⇒ = ⇒ABH
Δ

ABC
Δ AB

BC

BH

AB
A = BH ⋅ BC ⇒ BH = = 6٫4B2 82

10
CH = BC − BH ⇒ CH = 10 − 6٫4 = 3٫6

AB = 8 , AH = 4 , BC =? , AC =?4)

: A = A + B ⇒ = + B ⇒ BH = = 4ABH
Δ

B2 H 2 H 2 82 42
H 2 48

−−
√ 3

−−
√

∼ ⇒ = = ⇒ = = ⇒ = ⇒ AC = =ABH
Δ

ACH
Δ AB

AC

BH

AH

AH

CH

8
AC

4 3
−−

√

AH

AH

CH

8
AC

4 3
−−

√

4
8

3
−−

√

8 3
−−

√

2
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A
d

d

شکل تقریبی متوازي الاضلاع را رسم می کنیم تا تصویري از آن در ذهن ما ایجاد شود.  22

 بنابراین یک مثلث  با سه ضلع معلوم است.  را با داشتن سه ضلع آن، رسم می کنیم.

سپس از  به  وسط   رسم کرده و به اندازة خودش امتداد می دهیم تا نقطۀ  به دست آید. از  به  و  وصل می کنیم. چهارضلعی

 جواب مسأله است.

از  به  وصل می کنیم:  23

چهارضلعی  متوازي الاضلاع است

دایره اي به شعاع  و به مرکز  رسم می کنیم. هر دو قطر دلخواه این دایره، دو قطر متقاطع مستطیل مورد نظر خواهند بود.  24
زوایايD,C,B,A زاویه هاي محاطی مقابل به قطر هستند. بنابراین همۀ آنها قائمه اند. در نتیجه چهارضلعی مستطیل است.

قضیه: دو زاویۀ قائمه مکمل هستند.  دو زاویۀ مکمل، قائمه هستند. (نادرست)  25
مثال نقض:

                 و  

دو زاویۀ  و  مکمل هستند ولی هیچ کدام قائمه نیستند.

مرکز همگی این دایره ها روي خط  که عمود بر خط  در نقطۀ  است قرار دارند.  26

 27
5 شکل تقریبی آن به صورت مقابل است.

5 3
3

7

 بنابراین ابتدا مثلثی با ابعاد  و  و  سانتی متر را رسم کرده سپس دو ضلع  و  را از رأس مشترك به اندازة خودشان امتداد می دهیم و نقاط حاصل را به یکدیگر وصل می کنیم.

∼  ⇒ = ⇒ A = BH × BCABH
Δ

ABC
Δ AB

BC

BH

AB
B2

⇒ = 4 × BC ⇒ BC =82 3
−−

√
16 3

−−
√

3

(ABD)ABD
Δ

AOBDCCDB

ABCD

BD

≅ →
⎧

⎩⎨
AC = BD = a

AD = BC = b

DC = DC مشترک
− →−−−

ض ض ض
ADC

Δ
BDC

Δ ⎧
⎩⎨

=D̂1 Ĉ2

=D̂2 Ĉ1

ACBD→

= AD ∥ BCD̂
1

Ĉ2 − →−−−−−−−−−−−−−
عکس قضیھ خطوط موازی و موّرب

DCموّرب

= AC ∥ BDD̂2 Ĉ1 − →−−−−−−−−−−−−−
عکس قضیھ خطوط موازی و موّرب

DCموّرب

⎫

⎭

⎬

⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪

3cmO

←−−
عکس

+ = + =Â B̂ 40∘ 140∘ 180∘
=B̂ 140∘

=Â 40∘

AB

d ′dA

35735

23

هندسه پایه دهم رشته ریاضی



3

3 5
5

7cm

28

A

B

C

M

D

 

از نقطۀ  موازي  و از  موازي  رسم می کنیم تا مستطیل  حاصل شود. می دانیم در مستطیل قطرها برابر بوده و همدیگر را نصف می کنند. یعنی:

چون دو قطر برابر هستند پس نصف دو قطر نیز برابر هستند، یعنی:  

 29
 قضیۀ نامساوي مثلث ها:

 : حکم
1 2

C FB

A

یکی از سه حکم را به دلخواه اثبات کرده و دو حکم دیگر نیز به همان صورت اثبات می شود.

حکم: 

اثبات: از نقطۀ  ،  را به اندازة  امتداد می دهیم تا  به  دست آید، سپس از  به  وصل می کنیم.

 (قضیه: در یک مثلث، ضلع روبه رو به زاویۀ بزرگ تر، از ضلع روبه رو به زاویۀ کوچک تر، بزرگ تر است.)

 30

A اثبات: پاره خط  را امتداد می دهیم تا  را در نقطۀ  قطع کند. داریم:

C
D

B

1 2

1
2

E
2 1

1
2

قضیۀ فیثاغورس به صورت شرطی: اگر مثلث قائم الزاویه باشد آنگاه مجذور وتر، با مجموع مجذورهاي دو ضلع دیگر برابر می شود.  31
قضیۀ دو شرطی: مثلث قائم الزاویه است، اگر و تنها اگر مجذور یک ضلع با مجموع مجذورهاي دو ضلع دیگر برابر باشد.

32

 الف) ابتدا  را رسم کرده و سپس روي یکی از ضلع ها پاره خط   را جدا کرده و از نقطۀ  عمودي بر ضلع دیگر وارد می کنیم تا

نقطۀ  به دست آید.   جواب مسأله است.

A
B

C

6cm

400

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

MB = MCفرض:

AM :حکم=
BC

2

BACCABABDC

AD = BC → MB = MC → BC وسط  M → پسMوسط ADھم ھست → MA = MD

AM = MB =
BC

2

⎧
⎩⎨

AB + AC > BC

AB + BC > AC
AC + BC > AB

AC + CB > AB

CBCACFAF

: B F > = → B F > BF > ABBAF
Δ

Â Â2 F̂ Â F̂ →
*

∗

BF > AB BC + CF > AB BC + AC > AB− →−−−−−−
BF=BC+CF

− →−−−−
AC=CF

ADBCE

→ > > → >
: = + → >ABE

Δ

Ê1 Â1 B̂ Ê1 B̂

: = + → >EDC
Δ

D̂1 Ê1 Ĉ2 D̂1 Ê1

⎫

⎭
⎬
⎪

⎪
D̂1 Ê1 B̂ D̂1 B̂

=B̂ 40∘
BC = 6cmC

AABC
Δ
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 ب) ابتدا یک زاویۀ قائمه،  را رسم می کنیم. سپس روي یک ضلع این زاویه   را جدا کرده و از نقطۀ  یک دایره به شعاع

  رسم می کنیم تا ضلع دیگر را در  قطع کند.   جواب مسأله است.
5

8cm

N

M P

33

شکل فرضی مثلث  را رسم می کنیم.

ابتدا مثلث  به اضلاع  و  و  را رسم می کنیم.

M

N

B C

A

4
5 6

6

سپس از نقطۀ  به وسط  نقطۀ  وصل کرده و به اندازة خودش امتداد می دهیم تا نقطۀ  حاصل شود از  به  وصل می کنیم. 
جواب مسأله است.

M

B

NA

5

5

cm

44

8 cm

6 cm

C

شکل ظاهري آن به صورت مقابل است.  34

در مثلث  از رابطۀ فیثاغورس،  می شود.

 

H 4

5

A

B C

،  و  رسم می کنیم. ابتدا   را با اندازه  هاي سه ضلع 

از  به  وصل کرده امتداد می دهیم و از  نیز به اندازة زاویۀ  ایجاد شده رسم کرده تا این دو همدیگر را در نقطۀ  قطع کنند.   جواب مسأله است.

H 4

5

A

B C

3

35

، زاویۀ  را ترسیم می کنیم سپس به مرکز  وسط و به شعاع  یک دایره رسم می کنیم  پاره خط  را رسم کرده و از نقطۀ 

، رأس  خواهد بود. از  به  وصل می کنیم.   جواب مسأله است. محل برخورد دایره با ضلع دیگر زاویۀ 

B
M

C

A

α

شکل فرضی مثلث را در نظر می گیریم.  36

ابتدا خط  را رسم کرده و روي خط  نقطۀ دلخواه  را انتخاب و عمودي از آن نقطه خارج می کنیم و روي آن به اندازة   جدا کرده و از نقطۀ  به اندازة   یک کمان

می زنیم تا خط  را در نقطۀ  قطع کند.

=M̂ 90∘
MN = 5cmM

NP = 8cmPMNP
Δ

ABC

ABN568

BANMCACABC
Δ

BCHBH = 3cm

B = − ⇒ BH = 3cmH 2 52 42

BCH
Δ

543

BHCBAABC
Δ

BC = aB= αB̂MBCAM = ma

BAACABC
Δ

ddHAH = 5AAM = 7

dM
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60
0

35
0

4 cm

B

DA

C

35
0

5

3

3

5

A

B H M C

5 7

8

به مرکز  و به شعاع   یک دایره رسم می کنیم تا خط  را در نقاط  و  قطع کند از  به  و  وصل می کنیم. 
جواب مسأله است.

A

B H M C

5

7

4

4
d

cm

37

شکل تقریبی سؤال را در نظر می گیریم. بنابراین ابتدا   را با «زض ز» معلوم رسم می کنیم.

B C

A

D

350

600

4cm

سپس زاویۀ  را به اندازة  رسم می کنیم و ضلع  را امتداد داده تا نقطۀ  حاصل شود.  جواب مسأله است.

. سپس چهار نقطه را می دانیم در لوزي قطرها عمودمنصف یکدیگرند. دو خط عمود بر هم رسم کرده و از نقطۀ تقاطع روي یک خط، اندازه هاي  جدا می کنیم و روي ضلع دیگر   38
به طور متوالی به هم وصل می کنیم.

می دانیم میانه هاي مثلث به نسبت   از سمت رأس همدیگر را قطع می کنند.  39

نحوة ترسیم: ابتدا   را رسم می کنیم. سپس به کمک پرگار یک کمان به اندازة   میانۀ   از  و یک کمان به اندازة  میانۀ  از  می زنیم تا همدیگر

را در نقطۀ  قطع کنند (محل تقاطع میانه ها). از  به  وصل کرده و   دیگر ادامه می دهیم تا  به دست آید و از  به  وصل کرده و   دیگر ادامه داده تا  به دست آید. در آخر از

 به  وصل کرده امتداد می دهیم و از  به  وصل کرده امتداد می دهیم تا همدیگر را در نقطۀ  قطع کند.   جواب مسأله است.

B C

O

8 cm

6cm4cm

B C

O 6

M

4

23N

8 cm B C

O 6

M

4

23N

8 cm

A

321

40

M4cmdBCABCABC
Δ

BDA
Δ

C DÂ35∘
BDCABC

Δ

3cm5cm

2
3

BC = 8cm
2
3

(4cm)BMB
2
3

(6cm)CNC

OBO
1
3

MCO
1
3

N

BNCMAABC
Δ
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الف) با خط کش یک پاره خط به طول   رسم کرده و  می نامیم. از سمت  یک زاویه با نقاله به اندازة  و

از سمت  به اندازة  رسم می کنیم تا همدیگر را در  قطع کنند،   جواب مسأله است.

5 cmA B 5 cmA B

C

600 400

ب) ابتدا با نقاله   را رسم می کنیم، سپس روي یک ضلع به اندازة   جدا کرده و از آن بر ضلع دیگر عمود  را وارد می کنیم. 

 جواب مسأله است.

ج) ابتدا   را با نقاله رسم کرده سپس روي یک ضلع   و روي ضلع دیگر   جدا می کنیم.   جواب مسأله است.

5 cmR T

S

500
3 cm

مطابق شکل، فرض کنید  از زاویۀ   است، پس  و داریم:  41

B

A

C

D
P

E

F
1
2

دو مثلث قائم الزاویه  طبق حالت وتر و یک زاویه حاده هم نهشت هستند. 

بنابراین: 

 42
در دو مثلث متشابه، تمام اجزاي آن دو مثلث باهم متناسب  هستند، پس:

 

43

  نسبت تشابه

 نسبت مساحت ها

 44

می دانیم دو  ضلعی منتظم، همواره باهم متشابه اند و داریم:
 نکته:

بنابراین:

45

  دو مستطیل متشابهند.

46

5cmABA60∘

B40∘
CABC

Δ

=N̂ 30∘
NP = 5cmMP

MNP
Δ

=R̂ 50∘5cm3cmRST
Δ

BDA CB̂=B̂1 B̂2

BFP ,EBP{ ⇒
=B1

^ B2
^

BP = BP

PE = PF

A C ∼ N P → = ⇒ = = 3 ⇒ x = 3x − 9 ⇒ 2x = 9 ⇒ x = 4٫5B
Δ

M
Δ BD

MQ

AC

NP

x

x − 3
36
12

= ⇒ = ⇒ =
AC

AE

4
7

AC

AC + CE

4
4 + 3

AC

CE

4
3

A C ∼ D CAB||DE =− →−−−−
AEمورب

Â Ê

متقابل بھ رأس= Ĉ1 Ĉ2

⎫

⎭
⎬
⎪

⎪
−→

زز
B
Δ

E
Δ

= = → =
AC

CE

4
3

نسبت محیط ھا
4
3

→

= ( =
4
3
)2 16

9

n

{
( ) = = = = = = kنسبت تشابھ نسبت اضلاع نسبت ارتفاع ھا نسبت میانھ ھا نسبت نیمسازھا نسبت محیط ھا

( ) = نسبت مساحت ھا= ( نسبت تشابھ( 2
k2

= k = = k =
محیط اولی

محیط دومی

3
4
− →−−

ھمچنین

نسبت اضلاع
3
4

= = ( =
Sاولی

Sدومی

k2 3
4
)2 9

16

⇒ = ⇒ = ⇒ BF = 9
AB

BC

BC

BF

1
3

3
BF

= AB × AD = 1 × 3 = 3 , = BC × CE = 3 × 9 = 27SABCD SBCEF
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x
a

بنابراین،  جفت مثلث متشابه وجود دارد.

زاویۀ سوم مثلث  برابر است با:  47

35 °65 °

A

B
C

با مثلث  متشابه است.  (الف

زاویه ها برابر نیستند، بنابراین با مثلث  متشابه نیست. (ب

دو حالت رخ می دهد:  48

49

50

 (الف

 (ب

  تفضیل صورت از مخرج

  فرض کنیم (ج

الف)  51

ب)

. می دانیم که در متوازي الاضلاع قطرها منصف یکدیگر هستند. یعنی:   52

= ⇒ A N ∼ D A ∼ P D ∼ P NÂ 90∘

+ =N̂ P̂ 90∘

+ =N̂ Â1 90∘

+ =Â2 D̂1 90∘

+ =Â1 Â2 90∘

+ =D̂2 P̂ 90∘

⎫

⎭

⎬

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

−→
ززز

B
Δ

M
Δ

C
Δ

M
Δ

( ) = 64
2

ABC  

= − ( + ) =Â 180∘ 65∘ 35∘ 80∘

ABC}=80∘ 80∘

=35∘ 35∘ −→
زز

ABC⇒

=65∘ 65∘

≠85∘ 80∘

≠30∘ 35∘

⎫

⎭
⎬
⎪

⎪

= 20cm ⇒ = ⇒ x = 50cmضلع مربع کوچک
2
5

20
x

= 20cm ⇒ = ⇒ a = 4cmضلع مربع بزرگ
2
5

a

20

DE||AB = ⇒ = ⇒ x = 5− →−−−
قضیۀ تالس CD

CA

DE

AB

3
x + 3

4٫5
12

DE||AB = ⇒ = ⇒ y = = 4٫2− →−−−
قضیۀ تالس CD

DA

CE

EB

3
x

y

7
3 × 7

5

= ⇒ 6x − 3y = 2x + 2y ⇒ 4x = 5y ⇒ =
2x − y

x + y

2
3

x

y

5
4

= ⇒ = ⇒ = ⇒ = =
x

y

5
4

y

x

4
5

x + y

x

5 + 4
5

x + y

2 × x

9
2 × 5

9
10

⇒ = ⇒ = = 9
x + y

2x − x − y

9
10 − 9

x + y

x − y

9
1

{ ⇒ = = = = −
x = 5
y = 4

3x − 2y
2x − 3y

3 × 5 − 2 × 4
2 × 5 − 3 × 4

15 − 8
10 − 12

7
−2

7
2

= ⇒ 6x − 3 = 2x + 2 ⇒ 4x = 5 → x =
2x − 1
x + 1

2
3

5
4

= = ⇒ 2y = 3y + ⇒ y = −
2
3

x + y − 1
y

− →−−

x=
5
4 2

3

+ y − 15
4

y

3
4

3
4

= ⇒ + 3x + 2 = 12 ⇒ + 3x − 10 = 0 ⇒ {
x + 1

4
3

x + 2
x2 x2 x = 2

x = −5
ق.ق
غ.ق.ق

= , = ⇒ |y| = 6 ⇒ y = ±6
3

−5 + 2
|y|

8
غیرممکن است

3
2 + 2

|y|

8

OA = OC
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A

D C

B

O .میانۀ وارد بر ضلع  در  است 

 در  هر چهار ضلع برابر است.

بنابراین  لوزي است.

53

نماي چپنماي بالانماي روبه رو

الف)  54

نماي بالانماي چپنماي روبه رو
ب)

نماي بالانماي چپنماي روبه رو

55

نماي چپنماي بالانماي روبه رو

56

OABDA DB
Δ

(OB = OD)

ABCD⇒

A D : }→B
Δ OAمیانھ است

OAارتفاع است متساوی الساقین است A D ⇒ AB = ADB
Δ

ABCD ⇒ متوازی الاضلاع است}
AB = DC

AD = BC

⎫

⎭

⎬

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

ABCD
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نماي چپنماي راستنماي روبه رونماي بالا

ابتدا باید یک طرف را به عنوان نماي روبه رو انتخاب کنیم سپس رسم کنیم.  57

نماي راستنماي چپنماي روبه رونماي بالا

 58
با توجه به شکل داریم:

: الف) حول 

B
8

A
64

A
D

12

6

: ب) حول 

4
6

A B

D 12
8 C

: یک مخروط ناقص می شود. ج) حول 

A

4

6

12D C

B

O

3
h ′

حول خط  یک استوانه است که به صورت مخروط بالاي آن خالی است.  59

= − = 36h2 102 82

⇒ h = 6 → AD = 6
AB

V = − = π h − π = π (h − )Vاستوانھ Vمخروط r2 1
3

r2h′ r2 1
3
h′

⇒ V = π × × (12 − ) = π × 36 × = 336π62 8
3

28
3

DC

V = + = π h + πVاستوانھ Vمخروط r2 1
3

r2h′

⇒ V = π (h + ) = π × × (4 + )r2 1
3
h′ 62 8

3

V = π × × = 240π36
12 20

3
1

AD

: AB||DC = ⇒ =ODC
Δ

−→−
تالس OA

OD

AB

DC

x

x + 6
4

12
⇒ 12x = 4x + 24 → 8x = 24 → x = 3 = h′

V = − = π − π = π( × 9 − × 3)Vمخروط بزرگ Vمخروط کوچک
1
3

r2 h 
6+3

1
3

r′
2
h′

1
3

122 42

V = π(1296 − 48) = × π × 1248 = 416π
1
3

1
3

d

30
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h

3

d

4
8

4

حول  یک استوانه است که یک مخروط با همان ارتفاع خالی است.

 

6

8

، بنابراین مثلث قائم الزاویه است. داریم   60

  

x
Hr P

C

A

B

15
15

12

x

9

مطابق شکل، فضاي اشغال شده، دو مخروط می شود:

 کل

 

مطابق شکل، نیم کره تشکیل می شود.  61

 کره

 نیم کره 

فضاي اشغال شده برابر فضاي یک استوانه می شود، چون به اندازة یک مخروط از سمت  اضافه ولی به همان اندازه از سمت  خالی است.  62

می دانیم در مثلث قائم الزاویه ضلع روبه رو به زاویۀ  نصف وتر است.

H
8

A

r30 ˚D
1

30 ˚

A

H
D

6

 استوانه

63

 استوانه

ضلعحول a

A = A + BB2 C 2 C 2

⇒ A = + = 64 + 36 = 100B2 82 62

⇒ AB = = 10 → h = 4100
−−−

√

V = − = π − = π × × 8 −Vاستوانھ Vمخروط r2h′ π hr2

3
32 π × × 432

3

V = 72π − 12π = 60π

d ′

V = − = π h − = π h = × π × × 8Vاستوانھ Vمخروط r2 π hr2

3
2
3

r2 2
3

62

V = 2 × π × 12 × 8 = 192π

= +152 122 92

= = ⇒ r = = = 7٫2S
ABC
Δ

9 × 12
2

r × 15
2

9 × 12
15

36
5

V = + = × π h + π = π ( )Vمخروط بالا Vمخروط پایین
1
3

r2 1
3

r2h′
1
3

r2 h + h′

  
15

= × π × × 15 = π × × 15 = =
1
3

7٫22 1
3

( )
36
5

2 5π × 36 × 36
5 × 5

1296π
5

V = π
4
3

r2

V = π = × π × = 24π
2
3

r2 2
3

62
⇒

DC

30∘

AH = AD = × 6 = 3
1
2

1
2

V = π h = π × × 8 = 72πr2 32

V = π h = π × × a = πr2 a2 a3

31
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 یک مخروط

 کل (دو مخروط)

a

rh

64
الف)

ب) جسم حاصل یک مخروط قائم به شعاع  و ارتفاع  سانتی متر می شود.

65

 66
یک کره به هر نحوي توسط یک صفحه برش داده شود یک دایره ایجاد می شود.

67

  تعداد کره ها در قاعدة هرم

 ردیف بالایی قاعده

68

h = r = a
2
−−

√

2

V = = = π
π hr2

3

π( a × a
2
−−

√

2
)2

2
−−

√

2
3

2
−−

√

12
a3

V = 2 × π = π
2
−−

√

12
a3

2
−−

√

6
a3

O = + Oفیثاغورس: A2 O′A2 O′2

⇒ = + ⇒ = 144 → A = 12cm132
O′A2 52

O′A2 O′

S = π = π( A = π × = 144π(c (سطح مقطع)( دایره r2 O′ )2 122
m2

125

V = π h = × π × × 5 = 240π(c )
1
3

r2 1
3

122
m3

: B = A + A = + = 12 cmABH
Δ

H 2 B2 H 2 122 122 2
−−

√

: a = 12 cmBHF
Δ

2
−−

√

= = (12 = 72 cS
BHF
Δ

3
−−

√

4
a2

3
−−

√

4
2
−−

√ )2 3
−−

√ m2

= 7 × 7 = 49

= 6 × 6 = 36

: بھ ھمین صورت}
5 × 5 = 25
4 × 4 = 16

⇒ = 49 + 36 + 25 + 16 + 9 + 4 + 1 = در نتیجھ تعداد کل کره ھا140

32
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A

B

C

M

N
P

 اثبات:

( هرگاه دو خط متقاطع از یک صفحۀ  با دو خط متقاطع از صفحۀ دیگري  دوبه دو موازي باشند، این دو صفحه با  هم موازي هستند.   (
69

وقتی نقطۀ  بین دو صفحه، مشترك باشد این دو صفحه دو حالت می توانند داشته باشند یا در یک خط متقاطع هستند که فصل مشترك دو صفحه نامیده می شود و

فصل مشترك شامل نقطۀ  است.
A P

Q

و یا دو صفحه بر هم منطبق هستند.
Q

PA

الف) به دو صفحه در فضا اگر هرگز همدیگر را قطع نکنند موازي می گویند.  70

ب) اگر دو صفحه در یک خط مشترك باشند دو صفحه را متقاطع می نامند.

P

Q

d

توجه: وقتی دو صفحه بر هم منطبق باشند، آنها را یک صفحه درنظر می گیریم.
71

  : طبق فرمول پیک

رأس  از ضلع  به اندازة  واحد فاصله دارد .

 72
طبق فرمول پیک داریم:

  نقاط درون چندضلعی = مساحت شبکه اي

  : می دانیم

73

{
: P ,N ,Mفرض وسط یال ھا
: ABC MNPABCحکم موازی با صفحۀ صفحۀ

{
: = = 1ABD

Δ DM

MA

DN

NB

: = = 1DBC
Δ DN

NB

DP

PC

⎫

⎭
⎬
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪
− →−−−−−−

عکس قضیۀ تالس MN ∥ AB

PN ∥ BC

(PN , MN)(CB , AB)∥ABC
Δ

MNP
Δ

A

A

P ∥ Q

P ∩ Q = d

= i + − 1 = 9 + − 1 = 9٫5S
ABC
Δ

b

2
3
2

= CH × AB = × CH × 5 = 9٫5 ⇒ CH = ⇒ CH =S
ABC
Δ

1
2

1
2

5
2

19
2

19
5

CAB
19
5

+ − 1
نقاط مرزی

2

S = i + − 1
b

2

S = 3 + − 1 = 6
8
2

= = = 9
S

S ′
(k)2 32

⇒ S = 6 × 9 = 54

33
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  محیط

طبق شکل و فرض سؤال داریم:   74
A

x x
6

HB y C

 : محیط

می دانیم «در هر مثلث قائم الزاویه اگر یک زاویه  باشد ارتفاع وارد بر وتر، ربع وتر است.»  75

ضلع  در نظر گرفته و میانۀ  و ارتفاع  را رسم می کنیم.

H

A

B

a
2

a
2

C

M

 76
کافی  است مجموع مساحت هاي سه مربع را یافته و مساحت مثلث سفیدرنگ را از آن کم کنیم:

با توجه به شکل داریم:   77

A

B

D

C
H

78

: = ⇒ BH = CH = 6 = xBHC
Δ

B̂ 45∘

= BH × (AB + DC) = × 6 × (8 + 8 + 6) = 66SABCD

1
2

1
2

ABCD = AB + BC + CD + AD = 8 + 6 + 14 + 6 = 28 + 62
−−

√ 2
−−

√

x + x + y = 2x + y = 36

: = + ⇒ = 36 +ABH
Δ

x2 62
( )
y

2

2
x2 y 2

4

⇒ x = ⇒ x =36 +
y

4

− −−−−−

√
144 + y 2
− −−−−−−

√

2

محیط

− →−−
2 توان

= 2x + y = 36 ⇒ 2 × + y = 36 ⇒ = 36 − y
144 + y 2
− −−−−−−

√

2
144 + y 2
− −−−−−−

√

144 + =y 2 (36 − y)
2

⇒ 144 + = 1296 − 72y + ⇒ 72y = 1152 ⇒ y = 16 → = × 6 × 16 = 48y 2 y 2 S
ABC
Δ

1
2

15∘

BC = aAMAH

= AH × BC ⇒ = AH × aS
ABC
Δ

1
2

1
8
a2 1

2

⇒ AH = a = BC ⇒ ( = )
1
4

1
4

Ĉ 15∘ این ارتفاع ربع وتر است یعنی

⇒ = − = , =B̂ 90∘ 15∘ 75∘
Â 90∘

+

مربع کوچک

مربع وسط

مربع بزرگ

S = = 1642

S = = 3662

S = = 6482
– –––––––––––––––––––––––––––

مثلث سفید و S = × 8 × 18 = 72
1
2

کل S = 16 + 36 + 64 = 116

⇒ S = S − = 116 − 72 = ھاشورخورده44 کل SΔ

= + = BH × AC + DH × ACSABCD S
ABC
Δ S

ADC
Δ

1
2

1
2

= AC (BH + DH) = AC × BD
1
2

1
2

≅ ⇒ {
⎧

⎩
⎨
⎪⎪

⎪⎪

AB = BC

BN = CM

= =B̂ Ĉ 90∘

(اضلاع مربع)
(فرض) − →−−−

ض ز ض
ABN

Δ
BCM

Δ AN = BM

= (1)M̂ N̂

34
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79
روش اول:

می دانیم چهارضلعی که اضلاع روبه روي آن مساوي باشند متوازي الاضلاع است بنابراین چهارضلعی  نیز متوازي الاضلاع است.
روش دوم: در متوازي الاضلاع قطرها همدیگر را نصف می کنند.

N

M

A B

CD

O

چهارضلعی که قطرهاي آن همدیگر را نصف کنند متوازي الاضلاع است در نتیجه  متوازي الاضلاع است.

80
طبق فرض داریم:

 

ضلعی است.

 

نکته: مجموع زاویه هاي خارجی تمام  ضلعی ها برابر  است.

81

A

F

D C

B

E

اثبات: می دانیم در هر چهارضلعی، اگر دو ضلع روبه رو موازي و مساوي باشند، آنگاه چهارضلعی متوازي الاضلاع است.

82

  تعداد قطرها

  مجموع زاویه هاي داخلی

با توجه به شکل زیر داریم:   83

: + = + = (2)BCM
Δ

B̂ M̂ 90∘
−→
(1)

B̂ N̂ 90∘

: + = ⇒ = ⇒ AN⊥BMBFN
Δ

B̂ N̂ 90∘
F̂ 90∘

⎧

⎩
⎨
⎪⎪

⎪⎪
≅ ⇒ MB = DN

AM = CN

AB = DC

=Â1 Ĉ 1

فرض

(خط ھای موازی و مورب)

− →−−−
ض ز ض

AMB
Δ

DCN
Δ

⎫

⎭
⎬
⎪⎪

⎪⎪

بھ طریق مشابھ ≅ ⇒ DM = BN− →−−−
ض ز ض

ADM
Δ

BCN
Δ

MBND

}OA = OC OM = ON− →−−−−−−
−(AM=CN)

OD = OB OD = OB− →−−−−−−

MBND

n + = 120 ⇒ 2n + − 3n = 240
n(n − 3)

2
n2

⇒ − n − 240 = 0 ⇒ (n − 16)(n + 15) = 0n2
⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

n = −15

n = 16

غ ق ق

ق ق
16

{
= (n − 2) × = 14 × مجموع زاویھ ھای داخلی= 180

∘
180

∘
2520

∘

مجموع زاویھ ھای خارجی= 360
∘

n360∘

{ ⇒ AF EC ⇒ AECF
AD||BC ⇒ AF ||EC

AD = BC AF = EC−→
÷2 =

∥
متوازی الاضلاع است

= = 54 ⇒ − 3n = 108 ⇒ − 3n − 108 = 0
n(n − 3)

2
n2 n2

⇒ (n − 12)(n + 9) = 0
⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

n = 12

n = −9

ق ق

غ ق ق
= (n − 2) × = (12 − 2) × =180∘ 180∘ 1800∘

α = , β = , + = ⇒ + = ⇒ α + β = ⇒ =
Â

2
D̂

2
Â D̂ 180∘ Â

2
D̂

2
90∘ 90∘

M̂ 90∘

θ = , γ = , + = ⇒ + = ⇒ θ + γ = ⇒ =
B̂

2
Ĉ

2
B̂ Ĉ 180∘ B̂

2
Ĉ

2
90∘ 90∘

N̂ 90∘
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A

B

D

C
1

1

12
H

M

 در چهارضلعی  دو زاویۀ روبه روي آن قائمه است.

84

85

 

 86

ضلعی منتظم با تعداد اضلاع مساوي متشابه  هستند. پس: می دانیم دو 

نسبت تشابه   نسبت محیط ها

  نسبت مساحت ها

87

88

در شکل (الف)  داریم:  89

 از  به  وصل می کنیم.

MPNQ

⇒ =
A C : NP ∥ AB ⇒ =B

Δ CN

AC

NP

AB

A M : ON ∥ AM ⇒ =C
Δ ON

AM

CN

AC

⎫

⎭
⎬
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

ON

AM

NP

AB

⇒ = × =

⇒ = = =
ON

NP

AM

AB

2
2 + 3

2
5

= =

S
O MN
Δ

SMNPB

ON × h
1
2

NP × h

ON

2NP

⎫

⎭

⎬

⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪

S
O NM

Δ

SMNPB

1
2

2
5

1
5

} A F ∼ A D ⇒ =
= =Ê B̂ 45∘

=Â Â مشترک
−→

زز
E
Δ

B
Δ EF

BD

AH

OA

BD = AB = 20 ⇒ = ⇒ 20 − 2a = a2
−−

√ 2
−−

√
a

20 2
−−

√
2

10 − a2
−−

√

10 2
−−

√
1

2
−−

√

⇒ 3a = 20 ⇒ a =2
−−

√
20 2

−−
√

3

n

= = =
40
60

2
3

= = = ⇒ = ⇒ 2(نسبت تشابھ)= ( )
2
3

2 4
9

4
9

S

S ′

4
4 + 9

S

S + S ′

⇒ = ⇒ S = = 64c → = 208 − 64 = 144c
4

13
S

208
4 × 208

13
m2 S ′ m2

}→ } A D ∼ B A
+ =M̂1 B̂2 90∘

+ =B̂1 B̂2 90∘

=B̂1 M̂1

= =Â B̂ 90∘
−→

زز
B
Δ

M
Δ

⇒ = = ⇒ BM = AB ⇒ = = 9=
AB

BM

AD

AB  
∗

BD

AM
→
∗ AB

BM

3AB
AB

1
3

BC

BM

3AB

AB
1
3

} ∼ → = =
=N̂1 Â

=B̂1 B̂1

فرض

مشترک
−→

زز
MNB

Δ
BAD

Δ MB

BD

MN

AD

NB

AB

⇒ = ⇒ MN = = 9 ⇒ MN = 9
MN

15
12
20

15 × 12
20

BC

BC ∼ DB
(ظلیّ)

=Â Â مشترک

= =B̂1 D̂
BC
⌢

2

⎫

⎭
⎬
⎪⎪

⎪⎪
−→

زز
A
Δ

A
Δ

⇒ = ⇒ = ⇒ = 36 ⇒ x = = 6
AC

AB

AB

AD

3
x

x

3 + 9
x2 36

−−
√

36
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 در شکل (ب) داریم:

 از به  و از  به  وصل می کنیم.

A

B

D

C M
4

5
y

8

 90
با توجه به شکل داریم:

 

وقتی دو مستطیل متشابه باشند، نسبت اضلاع با نسبت قطرها برابر می شود.  91

92

93

A

B

DE

F C

45°

45°

45 °

45°6

2 6

6

6 21

1

8 cm

cm cmM
N

94

 95
طبق قضیۀ تالس داریم:

ADBC

AD ∼ CB

= =Â Ĉ
BD
⌢

2

= =D̂ B̂
AC
⌢

2

⎫

⎭

⎬

⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪

−→
زز

M
Δ

M
Δ

⇒ = ⇒ = ⇒ y = = 10
MA

MC

MD

MB

4
5

8
y

5 × 8
4

O B : = − = 100 − 36 = 64 → x = 8A
Δ

x2 102 62

} O B ∼ O D ⇒ = =
(متقابل بھ راس)

= =Â Ĉ 90∘

=Ô1 Ô2

−→−
(زز)

A
Δ

C
Δ OA

OC

OB

OD

AB

CD
⇒ = = ⇒

8
12

10
z

6
y

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

z = = 15
10 × 12

8

y = = 9
6 × 12

8

= = ⇒
3
6

4
y

5
x

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

y = = 8
4 × 6

3

x = = 10
5 × 6

3

⇒ = = MN ∥ BC

=
AM

MB

3
2

= =
AN

NC

3٫6
2٫4

3
2

⎫

⎭
⎬

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

AM

MB

AN

NC

3
2
− →−−−−−−

عکس قضیۀ تالس

A D : A + A = B ⇒ + = B ⇒ BD = 10B
Δ

B2 D2 D2 62 82
D2

A F ≅D E ⇒ AF = CE

A F : = = ⇒B
Δ

Â F̂ 45∘

D E : = = ⇒C
Δ

Ĉ Ê 45∘

AB = BF = 6cm

DE = DC = 6cm
= =B̂ D̂ 90∘

⎫

⎭
⎬

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪
− →−−−

ض ز ض
B
Δ

C
Δ

D N ≅B M ⇒ BM = DN
AD ∥ BC − →−−−−−

مورب BD

=D̂1 B̂1

= =Ê F̂ 45∘

DE = BF = 6cm

⎫

⎭
⎬
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪
− →−−

ز ض ز
E
Δ

F
Δ

A D : EN ∥ AM = ⇒ = =M
Δ

− →−−
ق تالس DE

AD

DN

DM

6
8

DN

DM
− →−−−−−−−−

ترکیب صورت و مخرج 6
14

DN

DM + DN  
BD

⇒ = ⇒ DN = = BM ⇒ MN = 10 − 2 × =
6

14
DN

10
30
7

30
7

10
7

=
OA

OC

OB

OD
⇒ = → x = = 20

12
x

9
15

12 × 15
9
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مطابق شکل زیر، طول ضلع مربع را  و عرض مستطیل کوچک تر را  در نظر می گیریم. نسبت مورد نظر به صورت زیر است:  96

x
y

x

ما  را می خواهیم:

درنتیجه،  این نسبت در علم ریاضیات به عدد طلایی معروف است.

97

98

B H

A

C

K

 حکم

99

 100
با توجه به شکل زیر داریم:

(ارتفاع ساختمان)   

101

 دو مثلث متشابهند.

  محیط  

⇒ =
A C : DE ∥ BC =B

Δ

− →−−
ق تالس AD

DB

AE

EC

A F : DC ∥ BF =B
Δ

− →−−
ق تالس AD

DB

AC

CF

⎫

⎭
⎬
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

AE

EC

AC

CF

xy

= ⇒ + = → 1 + =
x + y

x

x

y

x

x

y

x

x

y

y

x

x

y

A =
x

y

1 + = A
1
A

→ − A − 1 = 0 → Δ = 1 + 4 = 5 ⇒A2

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

A =
1 + 5

−−
√

2

A =
1 − 5

−−
√

2
(غ.ق.ق، چون منفی است)

=
x

y

1 + 5
−−

√

2

= ⇒ 45x − 9y = 8x + 20y ⇒ 37x = 29y ⇒ =
15x − 3y
2x + 5y

4
3

x

y

29
37

: =
AH

CK

AB

BC

= AH × BC = CK × ABS
A CB
Δ

1
2

1
2

⇒ AH × BC = CK × AB ⇒ =
AH

CK

AB

BC

8 × 15 × = × 3 × 5 × = × ×33 23 33 23 34 51

= bc ⇒ = (2 × × ) × ( × × ) = × × ⇒ a = × × = 8100a2 a2 34 53 23 34 51 24 38 54 22 34 52

∼  ⇒ = ⇒ =ADE
Δ

ACB
Δ AE

AB

DE

BC

20
80

4٫4
BC

⇒ BC = 17٫6 ⇒ y = 17٫6 − 3٫2 = 14٫4

x = 14٫4 + 1٫6 = 16m

⇒ = = ⇒ x = , y = 8
10
x

12
y

15
10

20
3

= + 10 + 8 = =
20
3

20 + 3 × 1٫8
3

74
3
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a

a +

d

15

1210

10

x y

شکل حاصل از این دوران، استوانه اي به شعاع قاعدة  است که در داخل این استوانه، استوانۀ دیگري به شعاع قاعدة  است و این استوانۀ درونی یک استوانۀ خالی است.  102

A

B C
H

الف) حول ارتفاع وارد بر قاعده، تشکیل یک مخروط قائم می دهد.  103

A

B C

ب) مخروط

A B

CD

پ) مخروط ناقص

A

B

C.ت) دو مخروط کاملاً یکسان که از قاعده به یکدیگر چسبیده اند

جسم حاصل دو مخروط است که از رأس به هم چسبیده اند.  104

دایره - مخروط قائم  105

106  طبق قضیۀ تالس در شکل زیر داریم:

a + ℓℓ
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A اثبات: قطر  را رسم می  کنیم. طبق قضیۀ تالس داریم: B

D C

M N
P

 

 بنابراین،  پرش داشته است.

الف) مستطیل     ب) مثلث متساوي الساقین             ج) ذوزنقه  107

در این مکعب، تعداد مکعب هاي کوچک برابر است با:  مکعب  108

- حداقل  تا و حداکثر  تا

کل وجه ها    109

در  وجه حرف  دیده نمی شود پس در  وجه حرف  دیده می شود.

 110

 111
طبق فرمول پیک داریم:

 

. از طرفی می دانیم   و   در نتیجه،   پس  

چون   پس باید  نیز زوج باشد در نتیجه  می تواند فقط یکی از سه مقدار  را اختیار کند. بنابراین می توان  را نیز محاسبه کرد.

می توانیم تعدادي را رسم کنیم. مثلاً سه ضلعی ها به صورت زیر می توانند باشند.

؛ سه نمونه چهارضلعی نظیر آن به صورت زیر است. وقتی نقاط مرزي بیشترین مقدار را دارد که   و 

با تغییر دو نقطۀ بالایی می توان ذوزنقه هاي دیگري نیز رسم کرد.

عمود  112

موازي  113

فقط یک خط  114

الف)   115

ب) 

ج) 

د) 

هـ) 

و)

: H ||AB = ⇒ = ⇒ 9x + 18٫9 = 26٫73ABC
Δ

H ′ − →−−
ق تالس CH

AC

HH ′

AB

9
11

2٫43
x + 1٫8 + 0٫3

⇒ 9x = 7٫83 ⇒ x = = 0٫87
7٫83

9

87cm

3 × 16 = 48

1537

6 × 8 = 48

15A48 − 15 = 33A

AC

⇒ =
: =ADC

Δ
AM

MD

AP

PC

: =ACB
Δ

BN

NC

AP

PC

⎫

⎭
⎬
⎪⎪

⎪⎪

AM

MD

BN

NC

S = + i − 1 = 3 ⇒ b + 2i = 8
b

2
b ≥ 3i ≥ 08 − b ≥ 03 ≤ b ≤ 8

b = 2(4 − i)bb{4, 6, 8}i

b

i

4
2

6
1

8
0

b = 8i = 0

(BC ,EF), (AC ,DF), (AB,DE)

(AB,CF), (EF ,AD), (AC ,BE)

(AD,DE), (DF ,CF), (AB,BC)

⋯ , (AC ,BC ,CF), (AB,BC ,BE)

( )( )BCFE صفحھ ,AD (خط (ABED صفحھ ,CF خط ACFD صفحھ ,BE خط

(DEF , ABC)
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ز)

الف) هریک از صفحات  و  بر صفحۀ  منطبق  هستند.  116
ب) موازي           ج) متقاطع         د) منطبق          هـ) موازي          و) هر خط دلخواه بر هر صفحۀ دلخواه واقع است.

الف) متقاطع  117

d P1

P

P2

) موازي است. ) متقاطع است و در حالت ( ) و ( ) ،( ب) در سه حالت (

طبق قضیۀ تالس داریم:  118

B

MN

C

A

x+2

y-12
x

4

9

x

از  به  وصل کرده و ادامه می دهیم تا ضلع  را در نقطه اي مانند  قطع کند. نقطۀ  محل همرسی میانه هاي مثلث   است، پس خواهیم داشت:  119

A B

CD

O
M

N
E

توجه کنید که  میانۀ  و  نیز میانۀ  است.

طبق قضیۀ تالس:  120

D

A

E

CB

2 1

0/5
4

{ y

x

با توجه به شکل داریم:   121

(ACFD,BCFE,ABED)

EFIHFGIJABCD

1234

= ⇒ = ⇒ = 36 ⇒ x = 6AM

MB

AN

NC

x

4
9
x

x2

= ⇒ = ⇒ 20y − 10 = 48 ⇒ 20y = 58 ⇒ y = = 2٫9AM

AB

MN

BC

6
10

2y − 1
8

58
20

CNABENABC

⇒ = × =

=S
BMN

Δ

1
6
S
ABC
Δ

=S
ABC
Δ

1
2
SABCD

⎫

⎭
⎬
⎪⎪

⎪⎪
S
BMN

Δ

1
6

1
2
SABCD

1
12

SABCD

⇒ =

S
BMN

Δ

SABCD

1
12

AMBCBOAC

DE ∥ BC ⇒ = =
AD

AB

AE

AC

DE

BC

⇒ = =
2
y

1
1٫5

x

4

⇒ y = AB = 3cm , x = DE = =
4

1٫5
8
3
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b

b

a
a

c

c

E

A

B

CD

  ذوزنقه

    ذوزنقه  

  ذوزنقه : از طرفی

با مساوي قرار دادن دو رابطۀ بالا داریم:

 

و این اثباتی براي قضیۀ فیثاغورس است.

122

: فرض

: حکم
H

A

CB

h

Dd

d́

دو مثلث  و  قاعدة مشترك  را دارند و رأس هاي روبه روي این قاعدة آنها روي یک خط، موازي این قاعده قرار دارد، پس این دو مثلث مساحت یکسانی دارند:

123

: فرض

: حکم

A

B C
HED

ارتفاع  را رسم می کنیم. مطابق شکل داریم:

چون در هرکدام از دو متوازي الاضلاع داده شده در شکل، قاعده ها برابر با  و ارتفاع ها برابر با فاصلۀ دو خط موازي است، بنابراین:  124

  

 125
واسطۀ هندسی بین دو پاره خط فوق به صورت زیر به دست می آید:

 طول پاره خط 

طبق فرض داریم:  126

 

با توجه به شکل زیر داریم:   127

S = + +S
ADE
Δ S

BCE
Δ S

ABE
Δ

S = + + = ( + 2bc)
bc

2
a2

2
bc

2
1
2

a2⇒

S = = = ( + + 2bc)
(b + c)(b + c)

2
1
2
(b + c)2 1

2
b2 c2

( + 2bc) = ( + + 2bc) + 2bc = + + 2bc ⇒ = +
1
2

a2 1
2

b2 c2 −→
×2

a2 b2 c2 a2 b2 c2

{
= 8cS

ABC
Δ m2

BD = 6cm

CH =?

ABCDBCBC

= = 8cS
ABC
Δ S

DBC
Δ m2

= h × BC ⇒ CH × BD ⇒ × CH × 6 = 8c ⇒ CH = cmS
BCD
Δ

1
2

1
2

1
2

m2 8
3

= 3 = 2S
ACE
Δ S

ADE
Δ S

ABD
Δ

=? , =?
BC

DE

DE

BD

AH

⇒ 3DE = 2BD ⇒ =

× CE = 3 × × DE ⇒ CE = 3DEAH
1
2

× AH
1
2

× CE = 2 × × BD ⇒ CE = 2BDAH
1
2

AH
1
2

⎫

⎭

⎬

⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪

DE

BD

2
3

= = = + 4 =
BC

DE

BD + DE + EC

DE

DE + DE + 3DE
3
2

DE

3
2

11
2

AB

= = AB × h = SS1 S2

= bc → = 10 × 8 = 80 → a = = 4 →a2 a2 80
−−

√ 5
−−

√

= = = ⇒
x

2
y

3
z

6
3
5

= ⇒
x + y + z

2 + 3 + 6
3
5

x + y + z = =
11 × 3

5
33
5
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A

B

C

DO
1 2

12

1 1

12

یعنی  نیمساز زوایاي  و  است.

بنابراین   یعنی دو قطر  و  بر هم عمود هستند. پس:

الف) هر لوزي یک مربع است.   یک لوزي وجود دارد که مربع نیست.  128

ب) مستطیلی وجود دارد که مربع نیست  هر مستطیلی یک مربع است.

پ) هیچ مثلثی بیش از یک زاویۀ قائمه ندارد  مثلثی وجود دارد که داراي بیش از یک زاویۀ قائمه است.

ت) مجموع زوایاي داخلی هر چهارضلعی محدب برابر  است.  چهارضلعی وجود دارد که مجموع زوایاي داخلی آن  نیست (یا کمتر یا بیشتر از  است)

129  با توجه به اینکه نسبت اندازه هاي دو قطر   است، با توجه به شکل   و   در نظر می گیریم. داریم:

2 10
3 x

x

A

B

C

D
O

 

  لوزي

 130
با توجه به شکل داریم:

A

B

C

D

E F

G H

. بنابراین در چهارضلعی   اضلاع مقابل با یکدیگر موازي  هستند. بنابراین چهارضلعی به طور مشابه و با در نظر گرفتن پاره خط هاي   و  می توان ثابت کرد که 

  متوازي الاضلاع است.

- اگر دو قطر چهارضلعی   هم اندازه باشند، چهارضلعی حاصل لوزي است.

≅ ⇒

AB = AD

BC = CD

AC = AC

⎫

⎭
⎬
⎪

⎪
− →−−−−−
(ض ض ض)

ABC
Δ

ACD
Δ ⎧

⎩⎨
=Â1 Â2

=Ĉ1 Ĉ2

ACÂĈ

≅

AB = AD ⇒ متساوی الساقین است⇒ ABD
Δ

=B̂1 D̂1

=Â1 Â2

AB = AD

⎫

⎭
⎬
⎪⎪

⎪⎪
− →−−−
(ز ض ز)

OAB
Δ

OAD
Δ

⇒ { = ,Ô1 Ô2

OB = OD

Ô1 + =Ô2 ⇒ 2 = ⇒ = = ⇒ ∘180است
Ô1 180∘

Ô1 Ô2 90∘
BD ACعمود منصف

= = = =Ô1 Ô2 Ô3 Ô4 90∘
ACBD

S = = = 24AC × BD

2
6 × 8

2

← −−−−−−
نقیض گزاره

←

←

360∘
←360∘360∘

1
3

OB = xOA = 3x

: + = ⇒ + 9 = 40 ⇒ 10 = 40 ⇒ = 4 ⇒ x = 2AOB
Δ

x2 (3x)2
(2 )10

−−
√

2
x2 x2 x2 x2

}⇒ AC = 2 × 6 = 12 , BD = 2 × 2 = 4OB = 2
OA = 3(2) = 6

S = = = 24
AC × BD

2
12 × 4

2

⇒ EF ∥ GH

}→ = = EF ∥ BD
AB

AD

وسط
وسط

E

F

AE

AB

AF

AD

1
2
− →−−−−−−

عکس قضیھ تالس

}→ = = GH ∥ BD
CD

BC

وسط
وسط

H

G

CH

CD

CG

CB

1
2
− →−−−−−−

عکس قضیھ تالس

⎫

⎭

⎬

⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪

EGFHEG ∥ FHEFHG

EFGH

ABCD
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- اگر دو قطر چهارضلعی   برهم عمود باشند، چهارضلعی حاصل مستطیل است.
- محیط متوازي الاضلاع حاصل برابر است با مجموع اندازة قطرهاي چهارضلعی اصلی. زیرا با توجه به قضیۀ تالس و عکس آن می توان نوشت:

 131
با توجه به شکل داریم:

A B

CD

P QM N

1

1

1

1

2

با توجه به عکس قضیۀ خطوط موازي می توان نتیجه گرفت:  

132  می دانیم در مثلث قائم الزاویه، میانۀ وارد بر وتر نصف وتر است. پس: 

A C

B

M
600

1
2 300

بنابراین   متساوي الاضلاع است و خواهیم داشت:

با توجه به رابطۀ فیثاغورس در   داریم:

اکنون می خواهیم ثابت کنیم در مثلث قائم الزاویه، اندازة ضلع مقابل به زاویۀ   برابر با   وتر است. براي این کار در مثلث   بنا به رابطۀ فیثاغورس داریم:

450

450

x

x

A

B

C

  

133

ABCD

⇒ EG + FH + FE + GH = AC + BD

= = ⇒ EG + FH = AC
EG

AC

FH

AC

1
2

= = ⇒ EF + GH = BD
EF

BD

GH

BD

1
2

⎫

⎭
⎬

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

AD = BC = ⇒ AM = CN−→
÷2 AD

2
BC

2

⇒ =

AM = CN

AB = CD

=Â Ĉ

⎫

⎭
⎬
⎪

⎪
− →−−−−
(ض ز ض)

≅ ⇒ =AMB
Δ

CND
Δ

M̂1 N̂1

AD ∥ BC =− →−−−−−
مورب DN

N̂1 D̂2

⎫

⎭

⎬

⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪

M̂1 D̂2

DN ∥ BM

DN ∥ BM ⇒

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪

QN ∥ BP = = 1 ⇒ PQ = QC (1)− →−−−−−−−−−−−
PBC
Δ

طبق قضیھ تالس در CN

NB

QC

PQ

MP ∥ DQ = = 1 ⇒ AP = PQ (2)− →−−−−−−−−−−−
ADQ
Δ

طبق قضیھ تالس در AM

DM

AP

PQ

AM = MC ⇒
⎧
⎩⎨

=Â1 30∘

=Â2 60∘

ABM
Δ

AB = BM =
BC

2

ABC
Δ

B = A + A ⇒ A = B − A = B − (C 2 C 2 B2 C 2 C 2 B2 C 2 BC

2
)2

⇒ A = B − = ⇒ AC = BCC 2 C 2 BC 2

4
3BC 2

4

3
−−

√

2

45∘
2
−−

√

2
ABC

B = A + A ⇒ B = + = 2C 2 B2 C 2 C 2 x2 x2 x2

⇒ = ⇒ x = = BCx2 BC 2

2
BC 2

2

− −−−−

√
1
2

−−

√

⇒ x = BC
2
−−

√

2
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خارج مثلث

 الف) زاویۀ  را در نظر می گیریم. خطوط  و  را موازي اضلاع

 و  و به فاصلۀ  از آنها ترسیم می کنیم محل برخورد آنها از

( هر دو ضلع   فاصله دارد. (نقطۀ 

ب) بار دیگر خطوط  و  را به موازات  از دو ضلع رسم

می کنیم تا نقطۀ  به دست آید. نقطۀ  از دو ضلع به فاصلۀ 
است.

پ) از  به  و  رسم کرده و امتداد می دهیم. این نیم  خط نیمساز

زاویه است. 

134

ضلعی، تعداد قطرها برابر  است، پس طبق فرض داریم :در 

می دانیم دو عمود منصف هر دو ضلع دلخواه مثلث حتماً متقاطع اند، بنابراین عمود منصف هاي اضلاع  و  همدیگر را در نقطۀ  قطع می کنند.  135

A

B CH

H
M

از  به سه رأس مثلث وصل می کنیم.

یعنی  روي عمود منصف  است چون از دو سر ضلع  به یک فاصله است.

136

180 0 360 0 540 0

خیر درست نیست زیرا محل برخورد ارتفاع هاي یک مثلث، یا داخل مثلث قرار دارد (هر سه زاویه تند باشد) یا روي مثلث (رأس قائمه) قرار دارد (قائم الزاویه باشد) و یا در بیرون مثلث  137
قرار دارد (یک زاویۀ منفرجه داشته باشد).

روش نتیجه گیري براساس چند تجربه یا مشاهده یا آزمایش جزئی که نتایج آن ممکن است درست یا نادرست باشد، راه استدلال استقرایی می نامند.  138

: مثال 

حاصل ضرب هر دو عدد گنگ یک عدد گنگ می شود.

x yôdd ′

oxoy2cm

2cmA

LL′4cm

BB4cm

OAB

(ot)

n
n(n − 3)

2

= n ⇒ − 3n = 2n ⇒ − 5n = 0 ⇒ n(n − 5) = 0
n(n − 3)

2
n2 n2

⇒ {
n = 0
n = 5

غ ق ق
ضلعی) 5)

ACBCM

M

}→ MA = MB
(AC M) : MA = MCروی عمود منصف
(BC M) : MB = MCروی عمود منصف

MABAB

تعداد اضلاع

مجموع زوایا

3
180∘

4
360∘

5
540∘

6
720∘

⋯ n

(n − 2) × 180∘

1

⇒

× =2
−−

√ 3
−−

√ 6
−−

√

× =3
−−

√ 7
−−

√ 21
−−

√

× =5
−−

√ 6
−−

√ 30
−−

√

⎫

⎭

⎬

⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪
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5 5
55

5 5

O

C

A

))

1500
4

4
3

3
300

300

44 cm
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که در اینجا این نتیجه گیري غلط است. به مثال نقض روبه رو توجه کنید: 

: مثال 

محل برخورد نیمسازھا داخل مثلث قرار دارد محل برخورد نیمسازھا داخل مثلث قرار دارد محل برخورد نیمسازھا داخل مثلث قرار دارد

نتیجه: «محل برخورد نیمسازهاي زاویه هاي داخلی هر مثلث در داخل مثلث قرار دارد.»
که این نتیجه گیري درست است.

مستطیلی که طول قطرهاي آن  باشد، در صورت مشخص بودن زاویۀ بین دو قطر قابل رسم است، ولی بدون در نظر گرفتن اندازة این زاویه، بی شمار جواب دارد و براي رسم  139

هر کدام از جواب ها کافی است از نقطۀ مشترك دو خط متقاطع، کمان هایی به طول  بر نیم و چهار نقطۀ حاصل را به هم وصل کنیم.

مرکز دایره هایی که بر دو خط  و مماس باشند، مطابق شکل، روي نیمسازهاي چهار زاویه بین دو خط قرار دارد.  140

دایرة  به مرکز  و به شعاع  را در نظر می گیریم. از نقطۀ  روي دایرة  یک دایره به شعاع  رسم می کنیم. نقاط برخورد این دایره با دایرة  جواب هاي مسأله  141

است. مطابق شکل، این سؤال  جواب دارد.

می دانیم در لوزي قطرها عمود منصف یکدیگر بوده و با اضلاع لوزي مثلث قائم الزاویه می سازند و بنابراین شکل لوزي داده شده باید به صورت زیر باشد. مسأله جواب ندارد چون  142
غیر ممکن است طول وتر مثلث قائم الزاویه از طول ضلع زاویۀ قائمه کمتر باشد.

دو خط متقاطع رسم کرده و روي خط اول  در دو طرف و روي خط دوم  در دو طرف انتخاب می کنیم. از به هم وصل کردن این نقاط یک متوازي الاضلاع حاصل می شود.  143
مسأله بی شمار جواب دارد. چون بی شمار خطوط متقاطع با زاویۀ بین دلخواه می توان رسم کرد.

) رسم کرده و روي یک خط و از رأس مشترك و طرف دیگر همان می دانیم در متوازي الاضلاع قطرها همدیگر را نصف می کنند. بنابراین ابتدا یک زاویۀ متقابل به رأس  (یا   144

خط  و روي ضلع دیگر زاویه و امتداد آن  جدا می کنیم و به یکدیگر وصل می کنیم. چهارضلعی حاصل متوازي الاضلاع خواسته شده است.

 145
 شکل تقریبی به صورت مقابل است.

3004 4

4 4

 بنابراین ابتدا یک زاویۀ  رسم کرده و دو ضلع آن را از سمت رأس امتداد می دهیم و روي این چهار نیم خط حاصل پاره خط هایی به طول  جدا کرده و به یکدیگر وصل می کنیم.
چهارضلعی حاصل (مستطیل) جواب مسأله است.

ابتدا پاره خطی به طول  را رسم کرده و از دو سر آن دو پاره خط به اندازة  (از یک طرف) عمود خارج کرده و نقاط حاصل را به یکدیگر وصل می کنیم.  146

× = = 4 ∈ Q2
−−

√ 8
−−

√ 16
−−

√

2

10cm

5cm

dd ′

CO6cmAC4cmC

2

4٫5cm2٫5cm

150∘30∘

4cm3cm

30∘4cm

7cm4cm
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4cm 4cm

7cm

147

D

A

B C

1
2

2
1

قضیه: در هر مثلث ضلع روبه روي هر زاویۀ بزرگ تر، بزرگ تر است از ضلع روبه رو به زاویۀ کوچک تر.

148

  : حکم   : فرض
M

150

1
2

2
1

3

A

B

C

H

. اثبات: میانۀ  را رسم می کنیم، می دانیم  نصف وتر است یعنی:

، برابر نصف وتر است.  توجه: در مثلث قائم الزاویۀ   ضلع روبه روي زاویۀ 

149

 : حکم      : فرض

800

1 2

A

B C

D

E

مطابق شکل داریم:   150

= → فرض} : D̂1 D̂2 حکم :
AB > AD

BC > DC

: = + → > =ABD
Δ

D̂2 Â B̂1 D̂2 B̂1 B̂2

: > BC > DCCBD
Δ

D̂2 B̂2 − →−−−
طبق قضیھ

: > = → : > AB > ADBDC
Δ

خارجی D̂1 B̂2 B̂1 ABD
Δ

D̂1 B̂1 − →−−−
طبق قضیۀ

AH = BC
1
4

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

=Â 90∘

=Ĉ 15∘

=Ĥ 90∘

AMAM= = AM = MCÂ1 Ĉ 15∘ و در نتیجھ 

: خارجی = + = + =AMC
Δ

M̂ 1 Â1 Ĉ 15∘ 15∘ 30∘

: = AH = AM = ( BC) = BCAHM
Δ

M̂ 1 30∘
− →−−−

طبق فرض 1
2

1
2

1
2

1
4

AHM30∘(AH = AM)
1
2

=?D̂{
AB = AC

=B̂1 B̂2

: + + = + 2 = → = =ABC
Δ

Â B̂ Ĉ 180∘
− →−−

=B̂ Ĉ

80∘
B̂ 180∘

B̂ Ĉ 50∘

E A = − = → = =B̂ 180∘ 50∘ 130∘
B̂1 B̂2 65∘

: + + = → + + = → =BDC
Δ

B̂
↓

+65∘ 50∘
D̂ Ĉ 180∘ 115∘

D̂ 50∘ 180∘
D̂ 15∘
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B CH

A

D
450750

 : حکم         : فرض

 خارجی : 

فرض کنیم پاره خط  دو عمود منصف دارد.  151

A B

dd

H

یعنی دو خط  و  در نقطۀ  بر  عمود شده اند ولی این خلاف اصول است که «از یک نقطه فقط یک عمود می توان بر آن خط، رسم کرد.» پس فرض خلف باطل و خود حکم که عمود
منصف یکتاست، ثابت می شود.

152

 خارجی : 

153

DB C

E

A

1
2

1 2

  متساوي الساقین است  : حکم    : فرض

.  پس مثلث  متساوي الساقین است یعنی 

مطابق شکل داریم:   154

H D =?ÂB D = D CÂ Â

: + + = → + + =ABC
Δ

Â B̂ Ĉ 180∘
Â 75∘ 45∘ 180∘

⇒ = → D C =Â 60∘
Â 30∘

= D C + = + =D̂ Â Ĉ 30∘ 45∘ 75∘
ADC

Δ

: + + H D = → − + H D = ⇒ H D =HAD
Δ

Ĥ D̂ Â 180∘ 90∘ 75∘
Â 180∘

Â 15∘

AB

, d ∩ ∩ AB = H
d⊥AB

⊥ABd ′
d ′

dd ′HAB

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

: AM = MB : D M فرض?= حکم F̂

=M̂ 90∘

= =Ĉ1 Ĉ2 22∘

: + + = → + + = → =BDC
Δ

B̂ Ĉ2 D̂ 180∘ 62∘ 22∘
D̂ 180∘

D̂ 96∘

= + → = + → =D̂ M̂ F̂ 96∘ 90∘
F̂ F̂ 6∘

MDF
Δ

ACE
Δ

(AC = AE){
AD ∥CE

=Â1 Â2

=
AD ∥CE =− →−−−−

مورب AC

Â2 Ĉ2

AD ∥CE =− →−−−−
مورب AE

Â1 Ê

⎫

⎭
⎬
⎪⎪

⎪⎪
− →−−−

=Â1 Â2
Ê Ĉ2

ACEAC = AE
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155  از نقطۀ  خط  را موازي دو خط  و  رسم می کنیم. طبق قضیۀ خطوط موازي و مورب داریم:

جمع    

A

B

C

d

d

1

1

1
2

d

156

2
3

1
t

x

A

B C

 : حکم             : فرض

157

B C

A
D

1
22

1
D O

 

براي بررسی راحت تر، روي شکل چند تا از دایره ها را رسم می کنیم. در هریک از دایره ها، شعاع را بر نقاط تماس وارد می کنیم.  158

+ + + =Ĉ1 Ĉ2 Ĉ3 Ĉ4 180∘

⇒ 2 + 2 =Ĉ1 Ĉ3 180∘

⇒ + = + 2 = → = =Ĉ1 Ĉ3 90∘
− →−−−−

=Ĉ 1
1
2
Ĉ 3

Ĉ1 Ĉ1 90∘
Ĉ1 Ĉ2 30∘

⇒ = =Ĉ3 Ĉ4 60∘

= 3 → = 3 → =Ĉ4 D̂
′

60∘
D̂

′
D̂

′
20∘

: + + + = → + + + = → =CDD
Δ

′ D̂1 D̂
′

Ĉ2 Ĉ3 180∘
D̂1 20∘ 30∘ 60∘ 180∘

D̂1 70∘

Cd ′′dd ′

d ∥ → =d ′′ Ĉ1 Â1

∥ → =d ′ d ′′ Ĉ2 B̂1
– –––––––––––––––––

+ = + → = +Ĉ1 Ĉ2 Â1 B̂ Ĉ Â1 B̂1

At ∥BC{
AB = AC

=A1̂ A2̂

+ + = + 2 = (1)Â3 B̂ Ĉ 180∘
− →−−

=B̂ Ĉ

Â3 B̂ 180∘

+ + = + 2 = (2)Â1 Â2 Â3 180∘
− →−−−

=Â1 Â2
Â3 Â2 180∘

(1) , (2) ⇒ 2 = 2 → = At ∥BCB̂ Â2 B̂ Â2 − →−−−−−−
موازی و مورب

عکس قضیۀ خطوط

فرض:
⎧
⎩⎨

=Ĉ1 Ĉ2

=B̂1 B̂2

: B C = حکم+ Ô 90∘ Â

2

: + + = + 2 + 2 = + + = (1)ABC
Δ

Â B̂ Ĉ 180∘
−→−

فرض
Â B̂2 Ĉ2 180∘

−→
÷2 Â

2
B̂2 Ĉ2 90∘

: + + = → + = − (2)OBC
Δ

B̂2 Ĉ2 Ô 180∘
B̂2 Ĉ2 180∘

Ô

(1) , (2) ⇒ + ( − ) = ⇒ + − = ⇒ + =
Â

2
180∘

Ô 90∘ Â

2
180∘ 90∘

Ô
Â

2
90∘

Ô
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این شعاع ها بر نقاط تماس عمود هستند و ما می دانیم نقاطی که از دو ضلع زاویه به یک فاصله اند روي نیمساز آن زاویه واقع هستند. پس مکان موردنظر نیمساز   است.

M

y

x

R

R

R

R
R
R

''

'''

'

از پایین ردیف اول تا سوم کامل است. اما باید به ردیف چهارم  مکعب و به ردیف آخر  مکعب و در مجموع  مکعب اضافه کنیم تا شکل کامل شود.  159

تا10 تا15       

الف)  عدد  160

ب)  عدد

در ذوزنقۀ  وسط ساق  را  و وسط ساق  را  می نامیم و از  به  وصل می کنیم. حال از  به  وصل نموده، امتداد می دهیم تا امتداد قاعدة  را در  161

نقطۀ  قطع کند. دو مثلث  و  هم نهشت هستند. پس  و  است و  . از طرفی، چون  و نقطه هاي

 و  وسط ضلع هاي  و  از مثلث  هستند. طبق قضیۀ تالس داریم:

C ED

M

A B

N
1

1

2

 

خیر، مثال نقض هایی را نشان می دهیم.  162

A

B

D

C B

A
D

C

شکل هاي (ب) و (ت) چندضلعی هستند و شکل هاي (الف)، (پ) و (ث) چندضلعی نیستند.  163

از  خطی موازي  رسم می کنیم تا  را در  قطع کند.  164
A

B
C

E
Y

d X

Z

 از ضرب طرفین تساوي هاي بالا داریم:

 

با توجه به شکل و قضیۀ تالس داریم:  165

   

x yM̂

101525

52

38

ABCDADMBCNMNANCD

EABNNCEAB = CEAN = NEDE = DC + CE = DC + ABMN ||DE

MNADAEADE

: = =ADE
Δ AM

AD

MN

DE

1
2

⇒ MN = DE = (AB + CD)
1
2

1
2

CABdE

∼AXY
Δ

YCE
Δ

→ =
CE

AX

CY

YA

: CE||BXBXZ
Δ

→ =
ZC

BZ

CE

XB
→ =

XB

CE

BZ

ZC

× = × → × × = 1
BZ

ZC

CY

YA

CE

AX

XB

CE

AX

XB

BZ

ZC

CY

YA

BC ||AF → =
AB

AE

FC

EF

DC ||AE → =
AD

AF

EC

EF

⎫

⎭
⎬
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪
→ + = + =

AB

AE

AD

AF

FC

EF

EC

EF

FC + EC

EF
= = 1

EF

EF
→ + = 1

AB

AE

AD

AF
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 F

B
E

C
D

A

بر روي نیم خط  از نقطۀ  عمود  به طول  خارج می کنیم و از نقطۀ  کمانی به طول  می زنیم تا  را در نقطۀ  قطع کند.  166

سپس از نقطۀ  عمود   را خارج می کنیم و در انتها نقاط  و  را به  هم وصل می کنیم.

167

« گزینۀ «

« گزینۀ «

168

این مکعب از  مکعب واحد تشکیل شده است.
هیچ کدام از آنها داراي چهار وجه رنگی نیستند.

این مکعب از  مکعب واحد تشکیل شده است.
گوشه هاي مکعب بزرگ که از هشت مکعب واحد تشکیل شده است داراي سه وجه رنگی هستند.

این مکعب از  مکعب واحد تشکیل شده است.

روي هر یال مکعب بزرگ، سه مکعب با دو وجه رنگی داریم، پس در مجموع  مکب داراي دو وجه رنگی وجود دارد.

این مکعب از  مکعب واحد تشکیل شده است.

نه مکعب مرکزي هر سطح داراي یک وجه رنگی هستند که در مجموع  مکعب می شود.

این مکعب از  مکعب واحد تشکیل شده است.

  مکعب واحد که در مرکز مکعب اصلی هستند رنگ آمیزي نشده اند. (این مکعب ها دیده نمی شوند مگر اینکه مکعب هاي واحد از هم جدا شوند.)

AxAAB3cmB5cmAxC

CCD = 3cmBD

3

3

125

125

125

12 × 3 = 36

125

9 × 6 = 54

125

3 × 3 × 3 = 27
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